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PROLOGO

Las nuevas corrientes cientificas surgidas en los altimos afos
que se abarcan con la palabra “cibernélica”, encuentran su aplica-
cion mas vasta en la rama de la automatica vy telemecanica. En las
disciplinas explicadas en esta especialidad se reflejan las cuestio-
nes de la teoria de la informacion, teoria de la de{eccic'm estadis-
tica de sciiales, teoria de los sistemas éptimos, teoria de los dispo-
sitivos automaticos terminales, asi como una serie de principios
basados en las teorias de los juegos y de las decisiones estadisti-
cas.

Sin embargo, la exposicion de los asuntos de cibernética en
cursos especiales {ropieza con la seria dificultad de que el curso
tradicional de matematicas superiores de los centros de ensefianza
superior téenica, que hace hincapié en lo continuo y determinado,
no brinda el fundamento requerido para el estudio de estas nuevas
disciplinas cuya base descansa cn lo discreto y aleatorio. Estos
asuntos pueden exponerse en las disciplinas “Fundamentos Mate-
maticos de la Cibernética™ o “Fundamentos Tedricos de la Ciberné-
tica". No obslante, en la actualidad no hay libros de texto algunos
sobre estas asignaluras.

La presenie obra conslituye el primer intenio de subsanar esta
deficiencia exisiente. Ella ha sido preparada fundamentandose en
la ensefianza de dicha disciplina a los estudiantes de la especia-
lidad de Automatica y Telemecanica y de otras especialidades afi-
nes en el Instituto Radiotécnico de Riazan.

El libro consta de la introduccién y de dos paries que com-
prenden diez capitulos.

En la introduccién, ademéas del conceplo de sistema cibernético,
se brindan algunos datos sobre los sistemas de comunicacion y
control, lo que permite ilustrar ciertos métodos matematicos con
cjemplos afines a la especialidad.

Enp la primera partie sc exponen varios capitulos de las mate-
maticas muy necesarios al ingeniero pero no incluidos en el pro-
grama de malematicas superiores de los centros de ensefianza
superior técnica. El material de la primera parte ticne gran valor
independiente, ya que permite resolver una serie de tarcas de gran
importancia practica en la esfera de la automatica y lelemecénica.
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No obstante, la eleccién del contenido se ha realizado de 1al modo
que la primera parte sirve de introduccion matematica a la se-
gunda parte dedicada a la optimizacién de los procesos de control
¥ que tiene por objetivo introdicir al estudianie en el circulo de
conceptos de la teoria de control moderna.

Por supuesto que en un libro de volumen limitado como éste
solo fue posible reffejar una pequefia parte de los conceptos y mé-
todos ulilizados en cibernética. Esto se refiere tanto a la primera
parte de la obra como, en particular, a la segunda. En especial, la
optimizacién de los procesos de control que viene a ser parte esen-
cial de la teoria general del contrel, se basa en gran medida, en el
analisis matematico y el céaleulo de variaciones clasicos. Los mé-
todos de optimizacién del control elaborados sobre dicha base,
estudiados por lo comiin en cl curso “Teoria del control automa-
tico” y en algunos cursos especiales, no han sido examinados de-
talladamente en las paginas de la obra presente. La atencién prin-
cipal se ha prestado a aquellas ideas y métodos que surgieron
gracias al desarrollo de la cibernética y 1a aparicién de las calcu-
ladoras numéricas. Por otra parte, también en estas cuestiones el
autor, en varios casos, se ha visto obligado a limitarse sélo al bos-
guejo esquematico de las ideas fundamentales.

En necesario sefialar también que aunque casi todos los méto-
dos estudiados se ilustran con ejemplos y problemas, los métodos
numeéricos de calculo sélo pueden dominarse con éxile a base de
la resolucién independiente de problemas, lo que puede garanti-
zarse realizando clases précticas y distribuyendo tareas de calculo
sobre este curso.

El autor considera un deber expresar su gratitud a los criticos
L. T. Kuzin y D. A. Pospélov, asi como al redactor N.1. Glazunov
cuyas valiosas observaciones contribuyeron a mejorar el contenido
de la obra.

El autor



INTRODUCCION

1-1. OBJETO DE LA CIBERNETICA

La cibernética es una ciencia joven que surgi¢ en los primeros
afios después de la Segunda Guerra Mundial y se desarrolld tan
impetuosamente que en la actualidad ha conquistado posiciones
firmes en muchas ramas de la ciencia y de la {écnica. La ciberné-
tica debe sus éxitos al descubrimiento de una serie de analogias
entre el funcionamiento de los dispositivos técnicos, la actividad
vital de los organismos y el desarrollo de las colectividades de
seres vivos. La cibernética reforzd estas analogias derivadas de
razonamientos generales de cardcter metodolégico, creando méto-
dos matematicos que permitian describir desde un punto de vista
cuantitativo, los procesos que ocurren en sistemas de la naturaleza
fisica méas diversa. Los principios de la cibernélica encuentran
vasta aplicacién en automatica y telemecanica, teoria de la comu-
nicacién, economia, sociologia, biologia y medicina.

La propia palabra “cibernética” es de origen griego. Los anti-
guos griegos designaban con esta palabra el arte de gobernar las
naves. En el siglo XVIII el término “cibernética” se utiliza por el
eminente fisico y matematico A. M. Ampére para definir la ciencia
de gobernar el Estado. En su interpretacion cortemporanea se en-
tiende por cibernética la ciencia del control en el sentido mas
amplio de esta palabra. La acepcién presente del término “ciberné-
tica" esta vinclulada al nombre del gran matemético norteameri-
cano N. Wiener, cuya obra “Cibernética o control y comunicacién
en ¢} Animal y la Maquina”, que vio la luz en 1948, dio inicio a la
formacion de esta nueva disciplina cientifica.

La aparicidn de la cibernética como ciencia del control, esti
ligada al progreso técnico general que caracteriza el desarrollo
de las fuerzas productivas en la época actual.

Antes de surgir la cibernética, las principales direcciones del
desarrollo de la técnica se caracterizaban, en primer lugar, por la
creacién de dispositivos que servian para oblener y transformar
la energia (por ejemplo, maquinas de vapor, turbinas, generadores
de energia eléctrica, motores eléctricos y de otros tipos, etc.) y, en
segundo, por la creacién de dispositivos destinados a influir sobre
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la naturaleza circundante. En tales dispositivos ta atencion princi-
pal estd puesta en las relaciones energéticas siendo el rendimiento
el indice mas importante de su funcionamiento. La sencillez rela-
tiva de los dispositivos técnicos no situaba en un lugar particular
el problema del control de los mismos. El hombre trabajaba y man-
daba simultincamente el objeto de su trabajo. La informacidn re-
querida para el mando la obtenia directamente de sus organos
sensitivos, observando los resultados de su (rabajo.

Sin embargo, el progreso de la técnica condujo a mediados del
siglo XX a la creacién de sistemas técnicos tan complejos que los
problemas del control de los mismos comenzaron a superar las po-
sibilidades fisioldgicas del ser humano. A finales de la Segunda
Guerra Mundial tal probiema fue Ia creacién de un sistema de
mando automético del fuege antiaéreo, que, siende las velocidades
de los aviones comparables a la velocidad del proyectil antiaéreo,
podria seguir el curso de los aviones, realizar el cilculo de sus
trayectorias y apuntar los cafiones sin la intervencién del hombre.
En tales sistemas se promueven a primer plano los problemas de
la obtencién de informacidn sobre las condiciones ambientales y de
la elaboracidn de dicha informacién con el objelo de exiraer de’elia
datos utiles para el control y del empleo de dicha informacién para
realizar aclividades orientadas hacia una finalidad determinada,
0 sea, los problemas de la creacién de dispositivos que sirvan para
la comunicacion y el control. La necesidad de resolver estos pro-
blemas provocd un ripido progreso en la esiera de Ia teoria de la
comunicacién, técnica de céalcule y automética, lo que dio inicio
al desarrollo de aquellas ideas que posteriormenie constituyeron
el fundamento de la cibernética.

Los dispositivos de comunicacién y control difieren substancial-
mente de los dispositivos técnicos apuntados mas arriba, en el sen-
tido de que en éstos, las relaciones energéticas no juegan un papel
primordial y se presta atencién principal a su capacidad de trans-
mitir y elaborar sin distorsiones grandes cantidades de informa-
cién. Asi, en una linea de radiocomunicacion, solo llega al receptor
una parte infima de la energia irradiada por la antena del radio-
transmisor y el rendimiento resulta sumamente bajo. No obstante,
la linea de radiocomunicacién se considera buena si los mensajes
se transmiten por la misma con pequefias distorsiones y no estan
sometidos a la influencia de las interferencias. De este modo, los
procesos fundamentales en los dispositivos de comunicacion y de
control, son los de transmisiéon vy elaboracién de la informacién y
no los procesos relacionados con la iransformacién y utilizacién
de la energia.

La carencia de importancia de las relaciones energéticas en los
problemas de comunicacion y de control permite abstraerse de las

articularidades fisicas de los portadores de la informacién y- de
Il)a naturaleza fisica de los sistemas en los cuales se uliliza dicha
informacion. Por eso la cibernética es la teoria general de la comu-

i4



nicacién y el control, aplicable a cualquier sistema, independiente-
mente de su naluraleza fisica.

El concepto de sistema, ademas del concepto de conirol cuyo
sentido exacto serd aclarado més adelante, es el concepto funda-
mental de la cibernética. Cualquier sistema real existenie consla
de objetos concretos, en calidad de los cuales pueden intervenir
dispositivos técnicos, individuos que mandan dichos dispositivos,
recursos materjales, etc. Eslos objetos estan vinculados entre siy
con el mundo circundante mediante determinados enlaces que cons-
tituyen fuerzas y flujos de energia, materia e informacion. Pero
la cibernética prescinde del confenido fisico de las propiedades de
los objetos y enlaces considerando el sistema real como un con-
junto abstracto de elementos dotados de propiedades comunes que
se encuentran en ciertas relaciones mutuas deferminadas por el
caracter de los enlaces existentes.
Tal concepeion permite renunciar
a la divisién acosiumbrada de los
sistemas en mecénicos, eléctricos,
quimicos, biolégicos, etc., e intro-
ducir el concepto de sistema ciber-
nético abstracto como conjunto de
elementos interrelacionados que
influyen unos sobre otros. En la
figura I-1 se da un ejemplo de
sistema cibernético que consta de .
cuatro elementos y seis enlaces
mutuos. Fig. I-1. Ejemplo de un sistema ci-

El examen del sistema como bernético
conjunto de elementos posibitita
la uiilizacién de la teoria de los conjunfos como inslrumento para
su descripcion matematica. Por cierlo, en algunos casos de impor-
fancia es convenienie emplear la idgica matemdtica como insiru-
mento para describir los enfaces enire los elementos. Por eso, la
teoria de los conjuntos y la légica matemética, con cuya exposi-
cién se inicia la presente obra, constituyen la base de la descrip-
cién matematica de un sistema.

Los sistemas que se encuentran en ia praclica se dividen, aten-
diendo a la estructura y el caracter de sus enlaces, en determina-
dos y probabilisticos. Se denomina determinado el sistema cuyas
leyes de movimiento se conocen con exactitud y su comportamiento
futuro puede preverse. Para un sistema probabilistico es imposible
hacer un prondstico preciso de su comportamiento futuro, El me-
canismo de la relojeria puede servir de ejemplo de un sistema de-
terminado. Sin embargo, los sistemas de control estadistico de la
produccion, los sistemas de arribo de buques a los puerlos mariti-
mos o la reserva de mercancias en un almacen que tiene un gran
namero de suministradores y consumidores son sislemas probabi-
listicos, '
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Los problemas que resuelve la cibernética conducen en la
mayoria de fos casos a la necesidad de examinar sistemas probabi-
Iisticos bastante complejos que constan de un gran niimero de ele-
mentos y tienen enlaces internos variados y ramificados. Precisa-
mente a tales sistemas pertenecen ia mayoria de los sistemas in-
dustriales, los sistemas econémicos, sociales y biolégicos. Para la
descripciéon matematica de tales sistemas, ademas de la teoria de
los conjuntos y la Iégica matematica, se utilizan ampliamente
como instrumenlo la teorfa de ias probabilidades y los -métedos de
estadistica matematica.

Hasta ahora sélo nos hemos referido a los métodos matemati-
cos empleados para describir sistemas cibernéticos. Pero el obje-
tivo de la cibernética es el control de los sistemas. Para juzgar
sobre las vias de solucién de tal tarea es necesario comprender
con claridad el sentido del {érmino “control™.

En el amplio sentido de la palabra, se entiende por confrol la
actividad organizativa encaminada a la consecucién de objetivos
determinados que ejecuta las funciones de direccién del trabajo
ajeno. El proceso de control consiste en la toma de decisiones
sobre las acciones mas convenientes em una u otra situacién
crcada. La persona gue lleva a cabo el control toma sus decisiones
evaluando las condiciones ambientales con ayuda de la informa-
cién recibida de sus érganos sensitivos, los instrumentos de me-
dida u otras personas. En muclios casos esta informacién resuita
insuficiente para la estimacién univoca de las condiciones ambien-
tales. Entonces el hombre utiliza su experiencia, conocimiantos,
memoria e intuicion. Es un excelente rasgo caracteristico del ser
humano, su capacidad para tomar decisiones en situaciones de una
considerable indeterminacién en lo que respecia a las circunstan-
cias ambienlales.

No obstante, en las condiciones de las grandes empresas in-
dustriates modernas, incluso los conocimientios y la intuicién de un
dirigente experimenlado resultan insuficientes para realizar un
conlrol eficaz. Como resultado surgen deficiencias en el funciona-
miento de las grandes empresas tales como el trabajo “a la ca-
rrera”, dificultades con el suministro regular de materias primas
y materiales sin el aumento excesivo de las reservas, problemas de
lransporte, elc.

La cibernética se plantea la tarea de facilitar al hombre el pro-
ceso de la toma de decisiones de importancia, encomendando a los
dispositivos automaticos la recogida y elaboracién de grandes can-
tidades de informacién respecto al estado del proceso de produc-
cidn, el anélisis de las situaciones creadas y la elaboracién de re-
comendaciones acerca de las acciones dirigidas a cierta finalidad.
Los dispositives automaticos que ejecutan el conjunto de tales ope-
raciones se denominan sistemas automaticos de control. El funcio-
namiento de tates sistemas se basa en el empleo de las calculado-
ras clectrénicas numéricas (C. E.N.}.
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El papel de las C. E. N, en la cibernética resulta {an importante
que es menester delenerse para estudiar mas detalladamente esla
cuestion.

[nicialmente las C.E.N. se utilizaban para realizar célculos
tradicionales que antes ocupaban muchas horas y ahora solo re-
guerian segundos. Pero pronto se hizo evidente que enorme au-
mento de la velocidad de los calculos entrafiaba efectos cualitati-
vamente nuevos. Si antes el proyectista o el economista sélo podia
analizar algunas, de las variantes de solucidn, que por cierlos
motivos le J_‘)areciemn dignas de atencién, ahora se presentaba la
oportunidad de comparar todas las variantes posibles y elegir la
mejor de todas. Asi surgieron las ideas de la optimizacién que
posteriormente condujeron al desarrollo de una serie de nuevos
capitulos de las malematicas.

Luego resulté que la C.E.N. instalada en una empresa in-
dustrial es capaz de elaborar con facilidad grandes cantidades de
informacion sobre la marcha del proceso de produccién y puede
convertirse en ayudante insustituible del hombre en la administra-
cién de la produccion.

No obstante, para que las C. E.N. puedan ser utilizadas con
fines de control, deben ser elaborados métodos matematicos que
permitan analizar los tipos de infermacién existentes, desechar la
informacidon superilua y separar su parle mas substancial, em-
pleando esta informacion para eslimar las situaciones creadas y
preparar recomendaciones que garanticen el cumplimiento mas
efectivo de los objetivos del control. La necesidad de resolver pro-
blemas andlogos provocd la aparicién de tales capilulos de las
matematicas como la teoria de la informacién, teoria de los juegos,
{eoria de las decisiones estadisticas, teoria de colas, la programa-
cién lineal y dindinica y ofros. En la presente obra se estudiari
una parte de estos nuevos métodos mateméticos. Los demas méto-
dos se estudian en diferentes cursos especiales.

1-2. TRANSMISION Y CODIFICACION
DE LA INFORMACION

Los enlaces entre los elementos de cierto sistema pueden servir
para dislintos objetivos. Por los mismos pueden transmitirse ener-
gia, materia, esfuerzos, etc. Pero en los sistemas cibernéticos nos
interesa, en primer lugar, el contenido informativo de los enlaces,
es decir, la posibilidad de utilizar dichos enlaces para transmitir
datos sobre los diversos estados de los elementos del sistema.

En técnica, cuaiquier dato sobre algiin suceso ocurrido dentro
o fuera del sisteima se denomina mensaje. Los enlaces informativos
que sirven para transmitir los mensajes se denominan canales de
comunicacion. Los portadores fisicos de la informacién en los ca-
nales de comunicacién se lluman sedales, En la figura 1.2 se
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muestra un esquema estructural que representa un canal de comu-
nicacién.

La palabra “seiial” procede de la voz latina signam, o sea,
que denota simbolos convencionales eléctricos, aciisticos, o de otra
naturaleza que sirven para transmitir mensajes, El tipo de las
seniales es, por lo general, el resultado de un acuerdo entre el
hombre que transmite la informacién y el que la recibe y no
guarda relacion directa con el contenido de la informacién trans-
mitida. Por eso las sefiales pueden convertirse facilmente de un
tipo a otro sin alterar su contenido informative y también pueden
almacenarse (por ejemplo, en forma de registro’ literal) para uti-
lizar en el futuro dicho contenido.

Por ejemplo, examinemos el tipo de sefiales empleadas al
transmitir un telegrama. El mensaje inicial impreso en el formu-
lario telegréfico, se convierte a la forma del cddigo Morse que

| I
Fuente I L . Linea = : Destinatario
. e i) de Receptor || de (2
informacidn| : eion| informacion
Saria 572 i
p Mersg, g;‘ L____ _ransmitids recibida J Mensaje
SN e e . e recibido

Fig. 1-2. Esquema estructural de un canal de comunicacién

consta de puntos y rayas transmitidos mediante impulsos de co-
rriente, largos y cortos, por la linea de comunicacién. En la parte
de recepcién, por los impulsos capiados, se regenera el texto inicial
deil mensaje. Como vemos, en este caso el mensaje existe en cali-
dad de senales de diferente forma: de texto literal, puntos y rayas
del cédigo Morse, impulsos de corriente en la linea de comunica-
cién, ete. La conversién de una sefial de una forma a otra se de-
nomina codificacion.

El método para realizar una comunicacién puede ropresentarse
del modo siguiente. Ante todo debe existir un grupo de simbolos:
letras, palabras, puntos, rayas, efc., que tengan un sentido cono-
cido tanto por el remitente como por el destinatario del mensaje.
El grupo de tales simbolos se denomina alfabefo. Los propios sim-
bolos se determinan por convenio de ias partes.

La ieoria de la comunicacion se basa en el postulado de que
los simbolos componentes de aliabeto no pueden ser infinitamente
diversos. Por eso, para la transmision de mensajes cualesquiera
se utiliza un nimero limilado de simbolos diferentes. Asi, todos
los mensajes lilerales posibles en lengua rusa se comporien con
ayuda de un alfabeto de 33 letras.

Durante el proceso de transmision el remitente elige del alfa-
beto existente un simbolo tras otro, los convierte en las sefales
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correspondientes y las transmite por el canal de comunicacién. En
el canal de comunicacion, las sefiales se someten a la influencia
de las interferencias, lo que provoca su distorsion. Asi, las senales
en la parte de recepcién van a diferir de las sefiales enviadas al
canal de comunicacion.

El proceso de recepcién consiste en que el destinatario, al re-
cibir cualquier senal, debe identificarla con uno de los simbolos
existentes del alfabeto, o sea, debe excluir todos los demés simbo-
los, salvo uno. Esta tarea puede presentar considerables dificulia-
des si en el canal de comunicacién las sefiales se someien a gran-
des distorsiones. Los métodos para superar estas dificultades
constituyen la esencia de la teoria de la comunicacién.

En los sistemas técnicos de comunicacién se emplean alfabelos
de varios tipos. Sin embargo, por diversos motivos, tiene gran
empleo el alfabeto binario que sélo utiliza dos tipos de simbolos
designados convencionalmente por 0 y 1. En el aifabeto binario
cualquier mensaje va a constituir una sucesién de ceros y unida-
des, por cjemplo 100110100,

Es facil calcular que el nimero total de mensajes que constan
de m letras del alfabeto binario, serd igual a 2™ En particular,
cualquier- letra del alfabeto puede representarse por seis sig-
nos del alfabeto binario, por ejemplo: a, 000001; &, 000010; ¢,
000011, etc. Como que seis signos binarios proporcionan 2¢ = 64
diferentes combinaciones de simbolos, con su auxilio pueden re-
presentarse no solo todas las letras del alfabelo, sino tambiéen los
signos de puntuacién. Por consiguiente, con ayuda del alfabeto
binario puede representarse y transmitirse por un canal de comu-
nicacion cualquier mensaje literal

El alfabeto binario puede utilizarse asimismo para transmilir
datos numeéricos, pero en tal caso resulta necesario emplear cierlos
sistemas de numeracion especiales.

En el sistema de numeracién decimal ampliamente utilizado,
los diversos nimeros se escriben con ayuda de diez cifras, 0, 1,. ..
..., 9, dispuestas en determinado orden y que tienen valores de-
pendientes de la ubicacién de cada cifra. Asi, la inscripcion
395 representa el nimero definido por la expresidn

3-10°49-10' 5. 10%

Aqui, el namero 10 se denomina base del sistema de numera-
cidn.

Analogamente, cualquier nimero N puede escribirse en un sis-
tema de numeracién de cualquier otra base R (nimero entero), con
ayuda de distintas cifras cuyo niimero es igual a la base del sis-
tema de numeracién. En tal caso la inscripcion ... dsdod,\dy, donde
d; son las cifras del namero N (0 << d; << R), define la magnitud

N= ... duR+ dR + dR' + AR, (1-1)
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Asi, en el sistema de numeracién Sctuple que se emplea en
ciertos tipos de calculadoras numeéricas, el niimero 395 tendra el

aspecto
68 --1-8"-3.8°

es decir, se escribird en forma del nfimero 613.

En caso de utilizarse el alfabeto binario, la inscripcion del ni-
mero debera efectuarse sélo mediante las cifras 0 y 1, Sirve para
dicha notacién el sistema de numeracién binario cuya base es el
namero 2. Cualquier nimero del 0 al 15 puede representarse en el
sistema de numeracién binario por medio de un ntimero de cuatro
digitos:

3=0.-240-2241-2'41-29 o sea, 0011;
5=0-224+1.224-0.-2'-1.29 o sea, 0101;

9=1-284-0:22-}0-2!'41-2° o sea, 100].

Naturalmenle, no es imprescindible escribir los ceros de drde-
nes superiores de esfos nimeros, es decir, los nimeros 3 y 5 pue-
den escribirse en forma de 11 y 101. El ndmero 395, que puede ser
representado por medio de la base 2:

305 == 25 - 97 4+ 28 1+ 91 | 90

se escribird en el sistema de numeracidn binario con un ntmero
de nueve digitos 11000101 L.

La anotacién de niimeros grandes en el sistema de numeracién
binario presenta el inconveniente porque requiere una gran canti-
dad de digitos, lo que diliculta la lectura de los nimeros y la
estimacién rdpida de su magnitud. Es por ello que con frecuencia
se emplean sistemas de numeracién mixtos, por ejemplo, el deci-
mal-binario, en el cual el propio nimero se escribe en el sistema
de numeracion decimal y sus diferentes digitos, en el sistema de
numeracién binario, utilizando cuatro digifos binarios para cada
cifra decimal. De este modo, en el sistema de numeracién decimal-
binario, €l namero 395 tiene el aspecto:

0011 1001 0lL01.
Sty S—— \—-.‘:—t

3 9 3

[-3. CONCEPTO DE SISTEMA CONTROLADO

Comio se desprende de la definicion del concepto de control,
dada més arriba, cualquier sistema controlado puede representarse
en forma de un conjunto de dos partes: la parte controlada deno-
minada también objelo controlado, y la parte que controla llamada
dispositivo de control u operador,

Cada objele controlado se caracteriza por determinadas pro-
piedades:
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1) la existencia de una determinada designacién orientada
hacia una finalidad que se manifiesta en la capacidad de dar cual-
quier resultado beneficioso;

2) el estado del objeto que se manifiesia en tipos concretos de
movimiento y puede cambiar al variar las condiciones ambicnta-
les en las cuales se halla el objeto;

3) la capacidad de ser controlable, es decir, la capacidad del
objeto de reaccionar a las influencias externas ejercidas sobre sus
érganos especiales, los érganos de control.

La tarea del operador consiste en garantizar el cumplimiento
por el objeto de su finalidad actuando sobre los érganos especiales,
los 6rganocs de control. Para ello debe ocurrir un intercambio de
informacién entre el operador y el objeto controlado. Constituyen
tal informacidn, por un lado, las sefiales de mando con cuya ayuda
el operador influye sobre el objelo controlado, o sea, la informa-
cion de mando y, por otro lado, los datos sobre el estado del objeto

Informacion de control
on sobre "
mff; gpf I * Accion perfur-

ool y (as A dora del medio
conauctones” Ap | dbjeto | ambente
exteriores Ll C%g 2=

*!nformac:o?r g smffcfo‘
(realimeniacion)

Fig. 1-3. Circulacién de la informacién en el sistema controlado

controlado a base de los cuales el operador determina el lipo de
sefiales de mando, es decir, la informacidon de servicio.

En la figura 1-3 se muesira el esquema estructural que presenta
los flujos de informacién principales en el sistema controlado. En
dicho esquema, ademas de los flujos de circulacién de las infor-
maciones de mando y de servicio dentro del sistema, se presenta el
enlace del objeto controlado y del operador con el medio ambiente.
La variacién de las condiciones ambientales ejerce una influencia
inmediata sobre el objeto controlado provocando el cambio del ca-
racter de su movimiento y dilicultando el cumplimienio de su fina-
lidad. Para controlar con acierto el objeto, el operador debe recibir
informacién sobre las condiciones ambientales, tomarla en consi-
deracién al elaborar las sefales de mando y disponer también de
informacién sobre la finalidad del control.

La informacién dz mandc se obtiene elaborando todo tipo de
datos que llegan al operador, Una parte de la informacién puede
almacenarse para ser utilizada posteriormente. Puede ejecutar las
funciones de operador una persona o un dispositivo mecanico
o electrénico. En los Gltimos tiempos es frecuente que las calcula-
doras electrénicas universales o especializadas jueguen el papel
de operador.
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En el objelo controlado ocurre el proceso de claboracién de la
informacién de mando que se manifiesta en el cambio del caracter
del movimiento de dicho objeto. Estos cambios se transmiten por el
canal de realimeniacién a) operador en forma de informacion de
seivicio,

La realimentacion H‘uega un papel importantisimo en la reali-
zacién de un mando eficaz, ya que brinda al operador la posibili-
dad de juzgar constantemente en el proceso de control, en qué
medida se ha logrado la finalidad del control, y de acuerdo con
esto, elaborar de modo mas racional las sefiales de maado, Por
eso, el principio de realimentacion es el fundamento de la inmensa
mayoria de los procesos de control, y en particular, la base de casi
toda la actividad dcl ser humano.  Por ejemplo, si una persona
extiende la mano para tomar de la mesa un lapiz, ella realiza de
modo inconsciente e ininterrumpido la comparacién de la situacién
mutua de la mano y el lapiz, gracias a lo cual el movimiento re-
sulta muy preciso.

El objeto del curso “Teoria del control automatico” es el estu-
dio detallado del principio de realimentacién. La tarea del curso
“Fundamentos Matematicos de la Cibernética” es el analisis de
los métodos de descripcion matematica de los sistemas de control
automaticos y la explicacion de los procedimientos y métodos de
toma de decisién en los cuales se basa el disefio de dispositivos de
control.

Aclararemos el esquema general del proceso de comircl me-
diante ejemplos de sistemas de diversa naturaleza fisica.

LEjemplo I-1. El regulador cenirifugo de la velocidad de una mdquina de va-
por {fig. 1-4). En el sistema dado el regulador centrifugo de velocidad jucga

cl papel de operador. El drgano de conlrol es la mariposa que regula el paso
del vapor a Ila nidquina de vapor. Anles de comenzar el funcionamiento del

Reguladar
entrifuge

e
Mariposa
Maguina v Yopor
a8 g&par 2 _§ -

Fig. I-4. Esquema de regulacién de la velocidad de la méquina de vapor

regulador debe iniroducirse en & informacién sorbe la finalidad del con-
trol lo que se logra ajustande el regulador para mantener una velocidad de
rotacion delerminada w, mediante la ubicacién correspondiente de los pesos y
el cambio de la temsion de los muelles. La informacién de servicio sobre la ve-
locidad de rolacidn real de la maquina de vapor @, se transforma por ¢l re-
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gulador cenlrifugo en cambio de pesicién del manguito & y dicha informacion
de servicio se convierte por medio de una palanca en informacién acerca de
la posicion de la mariposa que acciona sobre el acceso del vapor a la maquina
: cambia de este modo su velocidad de rotacién, La influencia del medio am-
{\icnte se manifiesta aqui en forma de variacion de la carga de la maquina de
vapor, lo que provoca el cambio de su velocidad de rotacidn.

ERP

i |

Fig. 1-5. Sistema de mando de un proyectil antiaéreo telegniado

Ejemplo 1-2. El jefe de movimienio del fransporie [erroviario. En el ejemplo
dado, cumple la funcidn de operador la persona jefe de movimiento que hallan-
dose en el puesio de gobierno recibe por ¢l selector o teléfono la informacidn
de servicio sobre el estado de los trenes en aquel sector de la linea del cual
s responsable, Esla informacion consiste en datos acerca de la disposicidn para
la partida de un tren de turno, el retraso de un tren con respecio al grafico
de marcha de los trenes, la necesidad de partida de un tren fuera de turno (no
previsto en el grafico), el grado de carga de la linea, etc. La obligacidn del jefe
de movimicnto consiste en transformar la informacién recibida y elaborar de-
cisiones encaminadas al cumplimiento 6ptimo del grafico de marcha de los fre-
nes. Esta informacién de control consta e disposiciones para los maquinistas
o jefes de estaciones sobre el orden ulterior del movimiento de los trenes (sobre
Ia aceleracion o deceleracién de la marcha de los trenes, la maniohra del paso
de los mismos a lo= apariaderos, ete.).

Ejemplo 1-3. El mando del prouectil anficéreo. En calidad de ejemplo del
sistema automdtico en el cual juegan el papel de operador dispositivos calcula-
dores elecirénicos, en la figura I-5 se muestra el esquema funcional de mando
de un proyeciil antiaéreo teledirigido a un objetivo moévil. En este sistema, la
informacién de servicio estd contenida en las secfiales suministradas por la es-
tacién de radiodeteccion E. R. O., que determina las coordenadas del objetivo
mévil O y For la estacion de radiodeteccion E. R. P., que determina las coor-
denadas del proyectil P que se mueve hacia el objetivo. Basandose en estos
tipos de informacién, la calculadora de mando elabora las sefiales que llegan
por la linea de radio al dispositivo de mando del proyectil antiaéreo y que co-
rrigen su movimiento segdn la posicion mutua del proyeclil y el objetivo,

PROBLEMAS PARA LA INTRODUCCION

1-1. Un sistema consta de siete elementos, cada uno de los cuales se comu-
nica con todos los demas mediante enlaces del tipo mis sencille que tienen
sélo dos estados: “hay eulace” y “no hay enlace”, ¢Cudl es ¢l namero posible
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de estados de tal sistema? Si es preciso indicar mediante un experimento todos
los estados que poseen la propiedad P y para investigar cada estado se requiere
I s, ¢cudnto tiempo se necesitara para investigar todos los estados posibles?

I-2. ¢En cuénto disminuye el nimero de estados posibles del sistema en el
problema 1, si sélo hay enlaces direccionales sucesivos (fig. 1-6,a) o ¢l sistema
tiene estructura jerarquica (fig. 1.6, 8)? Cite ejemplos de sistemas que tengan
estructuras de ambos tipos.

1-3. El polinomio (1-1) que sirve para la represeniacién de un niimero en
el sistema de numeracién de base R, puede escribirse en la forma

N={[(...dd) R+ dz] R+ d\} R -} dp, (1-2)
lo que equivale a la secuencia de férmulas
N=NR+dy, Ni=N,Rd,, Ny=NR+d,...

Fundamentar con ayuda de estas férmalas la siguiente regla de conversion
del nimero 395 de la forma decimal a la ctuple
395:8 =49 resto 3 o0 mds brevemenie 395
49,8 =0 resto | 49
6:8=0 reslo 6

(=]
[l ]

lo que da el nimero éctuple 613.

[ . WV

@)

)]

Fig, 1-6. Sistemas con enlaces sucesivos (a) y estructura jerdrquica

.Camo formularia Ud. la regla para convertir un niimero de la forma de-
cimal en la binaria?

I-4, Escriba en los sistemas de numeracién binario, dcluple y sexadecimal
los nimeros siguienies (dados en el sistema de numeracidn decimal):

27, 467, 519, 1263,

Nota, Emplear las lelras a, &, ¢, d, e, [ del aliabeto romano como cifras
del 10 al 15 del sistema de numeracién sexadecimal.

1-5. Escriba los nimeros del problema I-4 en los sistemas de numeracidn
decimal-binario y dctuple-hinario. ¢Cudntas cifras binarias tuvo que utilizar Ud.
para escribir una cifra detuple? ;Cudl de estos dos sistemas de notacidn de
nameros es mas ccondmico desde el punto de vista del nimero de cifras bina-
rias utilizadas?

1.6. Tienen o no circuito de realimenlacién los siguientes sistemas de con-
trol del trafico urbano: ;

1} con ayuda de un semaforo en el cual se encienden sucesivamente las lu-
ces roja, amarilla v verde duranic un tiempo previamente convenido;

2} con ayuda de un policia de trafico.

[-7. Halle ¢l circuito de realimentacidn en los esquemas de las figuras 1-4
e |5
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espacio de resultados del experimento
resnllado del experimento, magnitud aleatoria

oN N

z magnitud aleatoria centrada
pl2),z=2 distribucion de las probabilidades en el espacio Z
P(S), Pg probabilidad de un suceso

p(z/S) distribucion condicional de probabilidades
ply, 2) distribucién conjunta de probabilidades
z, v, M(2), T{z) valor medio

o, O desviacién cuadratica media

R (v, @)} distribucion uniforme

N (v, 0?) distribucién normal
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w(r, a) distribucion de Poisson

u control

@ estado de la naturaleza

x estado de] sistema

Tx, u) transformacion de estado del sistema
glx, #), @ (x, #) funcién de objetivo

J{u), I (u) criterio de calidad de control

E.n estrategias mixtas

Li(E ) funcion de pérdidas

A espacio de decisiones

a decisifn, operacion

a* operacién de Bayes

R* () pérdidas con la operacién de Bayes

d (2) funcién de decisién

p (@, d) funcion de riesgo

p" (E) riesgo de Bayes



Parte primera

FUNDAMENTOS
DE MATEMATICAS
DISCRETAS

Capitulo primero

CONCEPTOS BASICOS
DE LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS

1-1. CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

a) Definiciones fundamentales

El concepto de conjunto es uno de aquellos conceptos funda-
mentales de las matematicas a los cuales es dificil dar una defini-
cién precisa utilizando conceptos elementales. Por eso nos limita-
remos a dar una explicacién descriptiva del concepto de conjunto,
Sé denommina conjunfo a un grupo de objelos determinados comple-
tamente diferenciables gue se consideran como un iodo.

Se puede hablar del conjunio de sillas en una habitacion, el
conjunto de personas que viven en la ciudad de Riazén, el con-
junto de esfudianles en un grupo, el conjunto de niimeros enteros
positivos, el conjunto de leiras en el alfabeto, el conjunto de esta-
dos de un sistema, etc. Por cierto, sélo se puede hablar de conjunto
cuando los elementos del mismo son diferenciables entre si. Por
ejemplo, no se puede hablar del conjunto de gotas en un vaso de
agua‘'ya que no es posible sedalar, precisa y claramente, cada gota
por separado. "

Llamanse elementos los dislinlos objetos de que consla un
conjunto. Asi, el niimero 3 es un elemento del conjunto de los nil-
meros enteros positivos y la letra 6 es un elemento del conjunto
de las fetras del alfabeto ruso.

Sirve de notacion general de conjunto, un par de corchetes { },
deniro de los cuales se enumeran los elemenios del conjunto. Para
designar los conjuntos concretos se utilizan distintas letras mayns-
cutas 4, S, X ... o letras maylsculas con subindices 4, A;...
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Para designar los elementos de un conjunto en forma general se
emplean diversas letras minfisculas a, s, x ... o letras minnsculas
con subindices aj, a, ...

Si deseamos indicar que el objeto @ es un elemento del con-
junto S escribimos @ & S y decimos que el objeto @ es un elemento
del conjunto S o que a pertenece al conjunto 8. Ahora, si queremos
seflalar que @ no es un elemento del conjunto S, entonces escribi-
mos a ¢ S. Vamos a emplear la notacién x;, 2 ..., x, =S en
calgdad de abreviatura para la notacién v, &8, &S, ..., v =
=S,

Los conjuntos pueden ser finitos e infinitos. Un conjunto se de-
nomina finifo si es finito el nimero de sus elementos, es decir, si
existe un niimero entero positivo N que es el niimero de elementos
del conjunto. Un conjunio se llama infinito, si consta de un nfi-
mero infinilo de elementos. :

Para operar con conjunios concretos hay que saber presentar
dichos conjuntos. Existen dos métodos de presentacién de conjun-
tos: la enumeracién y la descripcién. La presentacién de un con-
junto por el mélodo de enumeracién consiste en la enumeracion de
lodos los elementos que constituyen el conjunto. Asi, el conjunto
de estudiantes sobresalientes de un grupo estudiantil puede presen-
tarse enumerando los estudiantes que obtienen notas de sobresa-
liente, por ejemplo {Ivanov, Petrov, Sidorov}. Este método es con-
veniente para el estudio de los conjuntos finitos que contienen un
niamero reducide de elementos, pero a veces se puede utilizar para
presentar conjuntos infinitos, por ejemplo {2, 4, 6, 8 ...}, Natural-
mente, tal notacion es aplicable si est4 del todo claro qué se com-
prende por los puntos suspensivos.

El método descriplivo de presentacién de un conjunio consiste
en que se indica la propiedad caracteristica que poseen todos los
elementos del conjunto. Asi, si M es el conjunte de estudiantes de
un grupo, el conjunto A de estudiantes sobresalientes de dicho
grupo sec escribe en la forma

A={x= M :x, estudiante sobresaliente del grupo},
lo que se lee del modo siguiente: el conjunto A consta de fos ele-
mentos x del conjunto M que poseen la propiedad de que x es
esludiante sobresalienle del grupo.

En los casos en que no suscila dudas de cual conjunto se toman
los elementos x, puede no indicarse la perienencia de x al con-
junlo M. En tal caso el conjunto 4 se escribira en la forma

A = {x: x, esludiante schresaliente del grupo}.

Pongamos algunos ejemplos de presentacién de conjuntos por
el mélodo descriptivo:

{x:x, par) es el conjunto de los nimeros pares;
{x;x*— 1 = 0} es el conjunto {1, —1}.
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Supongamos que C es el conjunto de los niimeros enteros, En-
tonces {x = C: 0 << x =< 7) es el conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

El concepto de conjutito vacio es un importante concepto de la
teoria de los conjuntos. Se denomina conjunto vacio el que no con-
tiene ningin elemento. El conjunto vacio se designa por &. Por
ejemplo,

rxe=Cixt—x+1=0=@.

El concepte de conjunto vacio juega un papel importantisimo
al presentar un conjunto por medio de su descripcién. Sin el con-
cepto de conjunte vacio no podriamos hablar del conjunic de estu-
diantes sobresalientes de un grupe esiudiantil o de raices reales
de una ecuacidn cuadratica sin habernos cerciorado previamente
de si hay estudiantes sobresalientes algunos en el grupo dado o de
si la ecuacion considerada tiene raices reales, La introducciéon del
conjunto vacio permite operar con plena tranquilidad con el con-
junto de estudiantes sobresalientes del grupo sin preocuparse de
si hay o no estudiantes sobresalientes en el grupo examinado. Va-
mos a incluir convencionalmente los conjuntos vacios en los con-
juntos finitos.

Consideremos ahora la cuestion de la igualdad de los conjun-
tos. Dos conjuntos se denominan iguales si constan de los mismos
elementos, o sea, si vienen a ser un mismo conjunto. Los conjun-
tos X e Y no son iguales (X = ¥), si en el conjunte X hay ele-
menfos que no pertenecen a ¥, o en el conjunto ¥ existen elemen-
tos no ;ertenecientes a X. Es fécil ver que para conjunios cuales-
quiera X, Y y Z:

X=X;

si X=Y, entonces ¥=2X;
si X=Y e Y=2Z, entonices X =2,

De la definicién de igualdad de conjuntos se desprende que no
importa el orden de los elementos en el conjunto. Asi, por ejemplo,
los conjuntos {3, 4, 5, 6} y {4, 5, 6, 3} resultan ser un mismo con-
junto.

Con frecuencia, al estudiar diversos conjuntos es preciso refe-
rirse al nimero de elementos del conjunto. Para que este concepto
quede definido por completo es necesario convenir en que en un
conjunto nunca hay elementos iguales. La notacién {2, 2, 3, 5} debe
considerarse incorrecta y sustituirse por {2, 3, 5}. De este modo, el
conjunto de los divisores primos de! nlimero 60 es igual a {2, 3, 5}.

b) Concepto de subconjunto

El conjunto X consiituye un subconjunto del conjunto ¥, si
cualquier elemento del conjunio X pertenece también al conjunto Y.
Sea Y el conjunto de los estudianies de un grupo y X, el conjunto
de los estudiantes sobresalientes del mismo grupo. Como que cada
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esludianle sobresaliente del grupo es a la vez estudiante de dicho
grupo, el conjunto X es un subconjunto del conjunto Y.

Muchas definiciones de la teoria de los conjuntos se exponen
comodamente en forma de expresiones matematicas que contienen
algunos simbolos l6gicos. Utilizaremos dos de estos simbolos para
delinir el subconjunto:

Y, simbolo denominado cuantificador y que significa “cual-
quier™, “cualquiera que sea”, “para todos”;

—, simbolo de corolario (implicacién) que significa “implicar”.

La definicién de subconjunte que puede formularse asi: para
cualquier x la alirmacién «x pertenece a X" implica la aseveracién
“x pertenece a Y7, se escribira def modo siguijente:

ViixsX—-x=Y. {1-1)

Una notacién mas concisa de la expresién “X es un subcon-
junto de ¥ es la transcripcidn

XeY, (1-2)

que se lee “Y incluye a X". El simbolo = empleado aqui denota
inclusidn. Si se desea recalcar que ¥ incluye también a otros cle-
menlos ademas de los elementos de X, se utiliza el simbolo de
inclusién estricta <:

XeY: (1-3)

La relacién entre los simbolos < y = se muestra con la ex-
presion
AcY¥2X=sY vy Xs£7Y. (1-4)

Aqui se emplea el simbolo == que denota equivalencia (con el
significado “es lo mismo que"}.
Mencionemos algunas propiedades de los subconjuntos que se
derivan de su definicién:
X=X (reflexividad);

[X=Y e VY =Z]l-X=2Z (transitividad).
Es algo mas dificil de comprender que para cualquier con-
junto M
g =M. (1-5)

En efecto, el conjunto vacio & no contiene elementos. Por con-
siguienle, al adicionar a M un conjunto vacio, de heche no afia-
dimos nada. Por eso, siempre se puede considerar que cualquier
conjunto M contiene en si un conjunto vacio en calidad de subcon-
junto.

¢} Limites superior e inferior de un conjunto

Al operar con el conjunto de los niimeros reales pueden com-
pararse en magnijtud los elementos de dicho conjunto. Al hacerlo,
surge con frecuencia el problema de determinar el elemento mayor
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o menor del conjunto, Para un conjunto finito esie problema no
presenta dificultad. Asi, para el conjunto T = {3, 4, 5, 6} min
T = 3 y mé&x T = 6. Sin embargo, para los conjuntos infinitos la
situacién puede ser diferente.

Sea R el conjunio de todos los niimeros reales, siendo S ==
e= {x &= R:m << x < M}. El conjunto S constituye un segmento
abierto del eje real y no contiene los elementos mayor y menor. No
obstante, puede hablarse de los limites de tal conjunto entendijén-
dose por éstos los nimeros m y M que complementan el conjunto S
hasta el segmento cerrado. En tal caso el punio M se denoniina
limite superior del conjunto S o supremum y se designa por M =
= sup S, y el punto m se llama limite inferior del conjunto S o irn-
finum y se designa con m = inf S.

Teorema 1-1 {(teorema de los limites superior e inferior de un
subconjunto). Si B = A, entonces

inf B=inf A; sup B < supA. (1-6)

Demostracion. Designemos por &’ el elemento del conjunto B
que tiene el valor menor, o sea, b’ = B y b’ = inf B. Pero B < A,
es decir, §" &= A. Sea a’ el elemento del conjunto A que posee el
menor valor, o sea, ¢’ =4 y @’ = inf A. En tal caso, si ' = a’,
entonces &' = inf A y si b’ = a’, entonces b’ = a = inf A. De este
modo, b’ = infA o inf B = inf 4.

La segunda parte del teorema se demuestra analogamente.

1-2, OPERACIONES CON CONJUNTOS

a) Observaciones preliminares

Con conjuntos pueden realizarse operaciones que recuerdan en
mucho las operaciones de adicién y multiplicacién del &igebra ele-
mental. Para comprender mejor las operaciones con conjuntos hay
que rememorar las leyes existentes en el 4lgebra elemental.

Sean a y b ciertos niimeros, a + & su suma y ab su producto.
La suma y el producto de estos nfimeros tienen las propiedades
siguientes denominadas leyes del dlgebra:

l. a-- b= b4 a, ab = ba, ley conmutativa;

2 (a4 b)y4c=a+4(b+c); (ab)c = a(bc), ley asociativa;

3. (@ + b)c = ac <+ bc, ley distributiva.

Observemos que en las leyes asociativa y conmutativa la ope-
racién de adicién puede sustituirse por la de multiplicacién y vice-
versa. En tal caso se obtendri olra ley que sera tan valida como
la primera. Sin embargo, en la ley dislributiva no existe tal si-
metria. Si en dicha ley se reemplaza la adicidn por la multiplica-
cidn y viceversa, llegamos al absurdo:

(@b) + ¢ = (a + ) (b + c).
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Cabe preguntar, ¢ acaso sucede siempre asi? ¢No existe acaso
un algebra en la cual la ley distributiva sea también simétrica con
respecto a las operaciones de adicién y mulliplicacién como las
leyes conmutativa y asociativa? Resulta que existe un Algebra, y
precisamente el ilgebra de los conjuntos, en la que fodas las tres
leyes son simétricas respecto a las operaciones de adicién y mulli-
plicacion.

La similitud entre las operaciones de adicidon y multiplicacién
se manifiesta asimismo, en la existencia de dos excelentes nimeros
que son 0 y | tales que la adicién del primero y la multiplicacion
por el segundo no modifican ningun nitmero:

at0=a, a-l=a.

Notemos que la segunda relacién se obtiene de la primera
sustituyendo {~+) por (-) y O por 1.

No obstante, en este asunto tampoco va muy lejos el parecido
entre las operaciones de adicién y multiplicacién. Asi, el nimero 0
juega un papel algo particular en comparacién con todos los de-
més nameros, incluso la unidad. Este papel peculiar del niimero 0
se deriva de la relacion a-0 = 0. Si en dicha expresién sustituimos
() por (4) ¥ 0 por | llegamos a la relacién @ + 1 = 1 que casi
nunca seré correcta,

Como veremos mas adelante, la similitud entre el cero y la
unidad resultard mucho mayor en el algebra de los conjuntos que
en el algebra ordinaria.

Después de estas observaciones preliminares puede iniciarse el
esludio de las operaciones con conjuntos.

b) Unién de conjuntos

Se denomina unién de los conjunios X e ¥ aquel que consta de
todos aquellos y sélo aguellos elementos que pertenecen siquiera
a uno de los conjuntos X, Y, es decir, pertenecen a X o a Y. La
unién de X e ¥ se designa por X U Y. La definicién formal es

XUY={x:x=X o x=¥} (1-7)

La unién de conjuntos se llama a veces suma de conjunios y se
designa por X + Y. No obstante, las propiedades de la unidn de
conjuntos difieren un tanto de las propiedades de la suma en su
sentido aritmético habiiual. Por eso no vamos a emplear este
iitimo término.

Ejemplo I-1, Si X=1{1, 2,3, 4, 5) e Y ={2, 4, 6, 7), entonces XU Y =
=1{1.2 34,56, 7).

Ejemplo 1-2. Si X es el conjunto de estudiantes sobresalientes en un grupo,
e ¥, el conjunto de estudiantes que viven en una residencia estudiantil, enton-
ces X U Y es el conjunto de estudiantes que cursan esludios con notas de so-
bresaliente o habitan en dicha residencia,
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Ejemplo 1-3. Examinemos los dos circulos mostrados en fa figura 1-1. §i X
es el conjunto de puntos de circule izquierdo e Y, el conjunio de puntos del
circulo derecho, entances X \3Y constitiuye 1a zona rayada delimitada por am-
bos circulos.

X Y

Fig. 1-1. Unién de conjuntos

El concepto de unién puede hacerse extensivo también a un nd-

mero mayor de conjuntos. Designemos por Tt = (X,, ..., Xz} la to-
talidad de los n conjuntos X;, ..., X, que a veces se denomina
sistema de conjuntos. La unién de estos conjuntos
Uxi=U, X=xu... UX, (1-8)
=1 Xem

representa el conjunto que consta de todos aquellos y s6lo aquellos
elementos que pertenecen siquiera a uno de los conjuntos del
sistema M.

Para la unién de conjuntos son vélidas las leyes conmutativa

y asociativa
XUY=YUX; (1-9)
XuNuz=xuy¥uz)=xXuruz, (1-10)
cuya validez se deriva de que los miembros izquierdo y derecho
de'las igualdades constan de los mismos elementos. Ademas,
XUg=X (1-11)

Esta relacion es también evidente ya que un conjunto vacio no
coniiene elementos y esto significa que X y X U & constan de los
mismos elementos. En (1-11) se ve que el conjunto vacio & juega
en el 4lgebra de los conjuntos el papel de cero. Aqui existe analo-
gia con la expresién a - 0 = a del algebra ordinaria.

¢) Interseccidn de conjuntos

Se denomina interseccion de los conjuntos X e Y el conjunto
que consta de todos aquellos y sélo aquellos elementos que perte-
necen tanlo al conjunto X como al Y, La interseccién de los con-
juntos X e ¥ se designa por X(1Y. La definicion formal es

XNY{x:x=X y xsY}. (1-12)

La interseccién de conjuntos se denomina a veces producto de

conjuntos y se designa por XY, Sin embargo, las propiedades de
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la inierseccion de conjuntos difieren un tanto de las propiedades
del producto en su sentido aritmético habitual. Por eso no vamos
a emplear dicho término.
Ejemplo {-4. Para los conjuntos X e ¥ en el efemplo 1-1 XY = {2, 4}.
Ejemplo I-5. Para los conjuntos X e Y en el ejempfa 12 XNV es el con-
junto _de estudiantes sobresalientes  que viven en la residencia estudiantil.
Ejemplo 1-6. Examinemos log:dos,circulos mostrados en la figura 1-2. S1 X
es el conjunto de puntos de circiilo izquierdo e Y, el conjunto de puntos del
A S

X ¥

Fig. 1-2. Interseccién de conjuntos

wclrculo derecho, entoces X 1Y representa la zona rayada que constituye la
parie comiin de ambos circulos.

La operacién de inlerseccién permite establecer una serie de
relaciones enire dos conjunios.

Los eonjuntos X e Y se denominan no infersecados si éstos no
tienen elementos comunes, es decir, si

XNY=gq. (1-13)

Ejemplo {-7. Son conjuntos no intersecados:

1) los conjuntos {I, 2, 3} vy {4, 5, 6}

2) el conjunio de esiudiantes sobresalientes y el conjunto de estudiantes
désaprovechados en un grupo estudianiil;

3) los conjuntos de punios -de los circulos. X e ¥ en la figura -3

X Y

O

Fig. 1-3. Conjuntos no intersecados

Se dice que los-conjuntos X e Y se encuentran en posicién co-
min si se cumplen las tres condiciones siguientes:

existe un elemento de) conjunto X que no pertenece a ¥,

existe un elemento del conjunto Y que no pertenece a X;

exisie un elemento que pertenece tanto a X como a Y.

Sefialemos una diferencia entre el dlgebra de los conjuntos y el
dlgebra de los niimeros. Si @ y b son dos niimeros, entre ellos
pueden exislir tres relaciones o posibilidades

a<b, a=b, b<a. (1-14)
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_ Sin embargo, para dos conjuntos X e ¥ puede no cumplirse
ninguna de las relaciones:

XcY, X=Y, Y<X. (1-15)

Asi pues, si X es el conjunto de estudiantes sobresalientes ¢ ¥
¢s el conjunio de ¢studiantes que viven en la residencia estudiantil,
las tres relaciones antes dadas significan;

X < ¥, cada estudiante sobregallente vive obligatoriamente en
la residencia estudiantil; '

X =Y, en la residencia estudiantil viven todos los estudiantes
sobresalientes y sélo ellos;

Y < X, todos los estudianles que habitan en la residencia eslu-
diantil son estudiantes sobresaliehtés.

Es evidente que estas relaciones no agotan todas las posibili-
dades. En efecto, como se desprende de las definiciones anieriores,
enire los dos conjuntos X e Y puede. haber una de las relaciones

siguientes:
X=Y;, X<V, Y<=X, XNY=0

X e Y estan en posicién comtn. -

Se puede extender también el conceplo de interseccién a un
niimerc de conjuntos mayor de dos. Examinemos el sistema de con-
juntos M == {X,, ..., X,}. La interseccidn de estos conjuntos se
escribe en la forma

N x=Uxi=x.n ... nX, (1-16)
Xen i=1
y representa un conjunto cuﬁ:s elementos pertenecen a cada uno
de los conjuntos del sistema IR, o

Es [acil ver que la interseccion de conjuntos posee la propiedad

conmutativa -
_ XnNY=¥YnNnx (1-17)
y la asociativa
XnNYnz=Xn¥nz)y=Xnv¥n<. (1-18)
. Notemos también que tiene lugar la relacion
ne=0, (1-19)

similar a la relacion a-0 = 0 del &lgebra ordinaria. La relacién
(1-19), junto con la refacién (1-11), demuestra que el conjunto
vacio juega el papel de cero en el 4lgebra de los conjuntos.

d) Diferencia de conjuntos

La operacién dada se distingue de las operaciones de unién e
interseccién en que se define solamente para dos conjuntos. Se
denomina diferencia de los conjuntos X .e ¥ el conjunto que consta
de iodos aquellos y sélo aquellos elementos que pertenecen a X y
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no pertenecen a Y. La diferencia de los conjuntos X e ¥ se designa
por X\\¥Y. De este modo,

X\Y={rix=X, x&V}. (1-20)

Egempfo 1-8. Para los conjuntos X e Y del ejemplo 1-1 X\ Y = (i, 3, 51;
YNX=1{6 7). Si X e ¥ son los conjunios del ejemplo 1-2, enfonces X\
es el conjunto de estudiantes sobresalientes que no viven en la residencia estu-
diantil, Para los conjuntos X e Y del ejemplo 1-3 X\ Y es la Zona rayada de
la figura 1-4. *

A ¥

Fig. 1-4, Diferencia de conjuntos

e) Conjunto universal

Como hemos visto, el conjunio vacio representa el papel de
cero en el algebra de los conjuntos. Puede preguntarse si no existe
acaso un conjunto / que juegue el papel de unidad, o sea, que sa-
tisfaga la condicién

XNI=X, (1-21)

similar a la condicién a-1 = a del algebra ordinaria.

La relacidén (1-21) significa que la interseccidn o “parte co-
miin” del conjunto [ y del conjunto X, para cualquier conjunto X
coincide con este mismo conjunto. Pero eso sélo es posible en caso
de que el conjunto / contenga todos los elementos de los cuales
puede constar el conjunto X, de suerte que cualquier conjunto X
esté totalmente contenido en el conjunto /. El conjunto / que satis-
;acg esta condicién se denomina completo o universal, o bien uni-
ario.

Partiendo de lo expuesto puede darse la siguiente definicién
de conjunto universal. Si en cierto analisis sélo participan los sub-
conjuntos de cierto conjunto invariable /, entonces dicho conjunto
mayor / se denomina conjunto universal.

Es preciso sefialar que en los diversos andlisis concretos pue-
den representar el papel de conjunto universal diferentes conjun-
tos. Asi, pues, al estudiar los conjuntos de estudiantes en un grupo
(estudiantes sobresalientes, estudiantes becados, estudiantes que
viven en la residencia estudiantil, etc.), juega el papel de conjunto
universal el conjunto de estudiantes en el grupo.

Es cémodo representar grificamente el conjunto universal en
forma del conjunto de los puntos de un rectingulo. Las distintas
zonas dentro de dicho rectdngulo van a denotar los diversos sub-
conjuntos del conjunto universal. La representacién de los conjun-
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tos en forma de zonas de un rectdngulo que es un conjunto univer-
sal se denomina diagrama de Euler — Venn.

El conjunto universal posee una interesante propiedad que no
tiene analogo en el &lgebra ordinaria, a saber: para cualquier
conjunto X es vélida la relacion:

XUul=I. (1-22)
Efectivamente, la unién X U7 constituye el conjunto del cual
forman parte todos los elementos tanto del conjunto X como del /.
Pero el conjunto / ya incluye todos los elemenios del conjunto X,
por lo que X U7 va a constar de los mismos elementos que /, o
sea, constituye el conjunto mas universal I.
f}) Complemento de un conjunto
El conjunto X delinido por la relacién
X=I\ZX, (1-23)

se denomina complemento del conjunto X (hasta el conjunto uni-
versal I). En el diagrama de la figura 1-5 la zona no rayada re-

- O

Fig. 1-5. Complemento de un conjunte

T

presenta el conjunto X. La definicién formal es

X={x:x=ly x&X})
}E,’emp!o 1-9. 81 I=1{1,2 3, 4,56, 7} y X = (3, 5, 7), entonces X = {1, 2,
. B}

De (1-23) se deriva que X y X no tienen elementos comunes, de
manera que

XNX=2. (1-24)

Ademas, no existen elementos de / que no pertenezcan a X ni
a X, ya que los elementos que no pertenecen a X pertenecen a X.
Por lo tanto,

XUX=1I (1-25)

De la simetria de la férmula (1-25) respecto a X y X se deduce
no sélo que X es el complemento de X, sino también que X es el
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complemento de X. Pero el complemento de X es X. De este modo,

X=X (1-26)

Con ayuda de la operacién de complementacién puede repre-
sentarse la diferencia de conjuntos en la cémoda forma siguiente:

X\Y={x:x=XyraV}={xx=X y XV},
O sea,
X\Y=Xxn¥. (1-27)

g) Fraccionamiento de un conjunto

Una de las operaciones con conjuntos que se encuentran mas
frecuentemente es la operacién de fraccionamiento de un conjunto
en un sistema de subconjuntos. Asi pues, el sistema de cursos de
una facultad dada constituye el fraccionamiento del conjunto de
estudiantes de dicha facultad; el sistema de los grupos de un curso
dado es el fraccionamiento del conjunto de estudiantes del curso.
Si N es el conjunto de los niimeros enteros positivos, siendo Ag y
Ay los conjuntos de los nimeros pares e impares, entonces ¢l sis-
tema (Ao, A;} sera el fraccionamiento del conjunto N. El conjunto
de los niimeros enteros positivos puede fraccionarse de otro modo,
a saber: en los conjuntos de los némeros divisibies entre 3 sin
resto, con resto 1 y con resto 2. La produccién de una empresa se
fracciona en el sistema de conjuntos que constan de los productos
de primera clase, segunda ciase y articulos defectuosos. Se podrian
citar infinitos ejemplos similares.

Para dar una definicién regurosa del concepto de fracciona-
miento, examinemos cierto conjunto' M y el sistema de conjuntos
M = {Xy, ..., X,}. El sistema de conjuntos M se denomina fraccio-
namiento del conjunfo M si satisface las condiciones siguientes:

1} cualquier conjunto X de M es subconjunto del conjunto M

VXeM: X=M; {1-28)
2) dos conjuntos cualesquiera X e ¥ de M no son intersecados
VieM VVeM X=£Y->XNY=@; (1-29)

8) la unidén de todos los conjuntos que forman parte del fraccio-
namiento da el conjunio M

U x=m. (1-30)

Xem

Volveremos al concepto de fraccionamiento durante el estudio
de la relacién de equivalencia, con la que aquél ests estrechamente
vinculado.
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h) Identidades del dlgebra de los conjuntos

Con ayuda de las operaciones de unién, interseccién y comple-
mentacién es posible formar diversas expresiones algebraicas de
los conjuntos. Designemos por U(X, Y, Z) cierta expresidn al-
gebraica constituida 5|330r los conjuntos X, Y y Z. Esta representa
cierto conjunto. Sea B(X, Y, Z) otra expresién algebraica formada
por los mismos conjuntos. Si ambas expresiones algebraicas re-
presenlan un mismo conjunto, enlonces se ies puede igualar una
a otra obteniendo una identidad algebraica de la forma

(X, Y, Zy=2(X,Y, Z). (1-31)

Tales conjuntos resultan sumamiente Giiles para las fransfor-
maciones de las expresiones algebraicas con conjunlos y en la
seccién presente estudiaremos algunos de ellos.

Fig. 1-6. Represcntacién geométrica de la identidad
(XUMmnz={AnN2)uyrnz)

1. En la figura 1-6 se muestran los diagramas de Euler — Venn
para las expresiones (XUV¥)NZ y (XNZ)U(Y NZ). En dichos
diagramas se ve que ambas expresiones definen un mismo con-
junto, asi pues, en el dlgebra de los conjuntos tiene lugar la iden-
tidad

XUY)NZ=&XN2)Urna, (1-32)

analoga a la ley distributiva {a'+4- b)c == ac 4 bc del algebra or-
dinaria.

2. En el algebra ordinaria, en la ley distributiva no podermos
sustituir la operacién de adicion por la de multiplicacién, y vice-
versa, ya que esto conduce a la expresion absurda (ab)<-c =
= (a-4-¢) ?b -+ c)}. No ocurre asi en el algebra de los conjuntos.

En la figura |-7 se muestran los diagramas de Euler — Venn
para las expresiones algebraicas (XN Y)UZ y (XUZ)N(Y U Z).
Ambas estas expresiones dan un mismo conjunto; por lo tanto,
{iene lugar la identidad

(XAY)UZ=(XUZ)NYU2). (1-33)
39



3. Es facil cerciorarse de que si ¥ = X, entonces
AN¥=Y, Xyr=X. (1-34)

En efecto, todos los elementos del conjunto ¥ son también a la
vez, elementos del conjunto X. Esto significa que la interseccion
de dichos conjuntos, o sea, la parte comiin de los conjuntos X e ¥
coincide con ¥. En la unidn de los conjuntos X e ¥, el conjunto ¥
no aporta ningin elemento que ya no forme parte de la misma
sien? elemento del conjunto X. Por consiguiente, X U ¥ coincide
con X.

4. Suponiendo que en (1-34) Y = X y considerando que X = X,

hallamos que:
XNX=X, XUX=2X. (1-36)

En algunos casos resulta inconveniente demostrar las identida-
des del dlgebra de los conjuntos con ayuda del diagrama de

Fig. 1-7. Representacion geoméirica de la identidad
(XNHuZ=(XUZ)n(rva

Euler — Venn. Existe un método méas general para determinar la
identidad de dos expresiones algebraicas.

Sean designadas, como antes, por U(X, ¥, Z) y B(X, ¥, Z),
dos expresiones algebraicas obtenidas mediante la aplicacién de
las operaciones de unidn, interseccion y complementacidén a los
conjuntos. X, ¥ y Z. Para demostrar que % == B es suficiente
mostrar que A =B y que B = U. A su vez, para mostrar que
% < B, es necesario convencerse que de x = % se desprende gue
x e B. Andlogamente, para mostrar que B = % hace falta cer-
ciorarse de que de x & B se deriva que x = %, Utilicemos este mé-
todo para demostrar varias identidades mas.

5. Demostremos la identidad

XU¥Y=Xxqn?. (1-36)

Supongamos que x &= X J 7, o sea, que x & X U Y. Esto signi-
fica que xe€ X y xe Y, es decir, que x=X y x= 7. Luego,
xe= XN Y. Supongamos ahora que y=XMY osea, ysX e
y & V. Esto quiere decirque yeZ X ey Y,obienque ye2 X U V.
Por lo tanto, y=s X |J Y.
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6. Demosiremos la identidad
XN¥=Xyv, (1-37)

reduciendo ambos miembros de la misma a igual forma. Efec-
tuando la operacién de complementacién en ambos miembros de
{1-37) obtenemos que X 1 ¥ = X U 7. El primer miembro de esta
expresién da X ﬂq’. Lo mismo obtenemos transformando el se-
gundo miembro segtin la regla (1-36).

En la literatura las identidades (1-36) y (1-37) comiinmente
se denominan identidades de Morgan.

1-3. ORDENACION DE ELEMENTOS
Y PRODUCTO DIRECTO DE LOS CONJUNTOS

a) Conjunto ordenado

A la par con el concepto de conjunto, como una unién de ele-
mentos, existe una importante nocién de conjunto ordenado o cor-
tejo. Se denomina coriejo una sucesién de elementos, o sea, una
union de elementos en la cual cada uno de ellos ocupa un lugar
determinado. Los propios elementos se llaman entonces componen-
tes del cortejo (primera componente, segunda componente, efc.).
Son ejemplos de cortejos: el conjunto de personas que estdn en
una cola, el conjunto de palabras en una frase, los niimeros que
expresan la longitud y latitud de un punto en el terreno, etc. En
todos estos conjuntos la ubicacién de cada elemento estd absoluta-
mente determinada y no puede cambiarse arbitrariamente.

El nfimero de elementos del cortejo se denomina su largo. Para
designar un cortejo vamos a emplear los paréntesis. Asi pues, el
conjunto

a=(a t ..., @) (1-38)

es el cortejo de largo n con los elementos ay, ..., a,. Los cortejos
de largo 2 se llaman pares o pares ordenados, los cortejos de
largo 3, triadas, los de largo 4, cuartas, etc. En el caso general,
los cortejos de fargo n se llaman de orden 1 o n-arios. Constituyen
casos particulares de cortejos el cortejo (a) de largo 1 y el corlejo
vacio de largo 0O designado por ( ) o A. A diferencia del conjunio
ordinario, en el cortejo pueden haber elementos iguales, p. ej.: dos
palabras iguales en una frase, valores numéricos iguales de la lon-
gitud y la latitud de un punto en el terreno, etc.

En lo sucesivo vamos a estudiar conjunios ordenados cuyos
elementos son nimeros reales. Tales conjuntos ordenados se deno-
minan puntos del espacio o vectores. De este modo, el cortejo
(a;, @2) puede considerarse como un punto en el plano o un vector
trazado desde el origen de coordenadas hasta el punto en cuestion
(fig. 1-8,a). Las componenies a; y a2 serdn las proyecciones del
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vector sobre los ejes [y 2
Pry{a;, az)==a,; Pr.la,, a;,) = a,.
El cortejo (ay, as, a3) se puede considerar como un punto en el
espacio tridimensional o como un vector espacial trazado del ori-

gen de coordenadas a dicho punto (fig. 1-8, 6). Las proyecciones
del vector sobre los ejes de coordenadas son

Prila;, as as)=a;, i=1,2, 3.

Sin embargo, en el caso dado puede hablarse de la proyeccion
simultédnea del cortejo sobre dos ejes, por ejemplo I y 2, es decir,
sobre el plano de coordenadas. Es facil ver que dicha proyeccion
constituye un cortejo de dos elementos

Pria{ay, a3, ax) = (ay, ay).

Generalizando estos conceptos vamos a considerar el conjunto
ordenado de nimeros reales de n elementos (a;, ..., @,) como un

TZ
o == ——q(a@nay)
ty
T FS
a;
a)

Tig. 1-8. Proyecciones de un cortejo de dos y lres elementos

punto en el espacio imaginario de n dimensiones llamado a veces
hiperespacio o como un vector de n dimensiones. Vamos a consi-
derar entonces las componentes del cortejo a de n elementos como
las proyecciones de dicho cortejo sobre los ejes correspondientes

Pria=a;, i=1,..., n (1.39)

Sii, [, ..., I son los nGmeros de los ejes, siendo | << i < ] =

<C...I=Cn, la proyeccién del cortejo a sobre fos ejes i, f, ..., !
es igual a:

Pry j ...ta=(ay ay, ..., a). (1-40)

La proyeccion del cortejo sobre un conjunto vacio de ejes cons-
tituye un cortejo vacio

Proa==A. (1-41)

En el capitulo 3 se dar4 una definicién mas completa y rigu-
rosa del espacio mullidimensional.
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b) Producto directo de conjuntos

Se llama producto directo de los conjuntos X e ¥ al conjunto
designado por X 3} Y que consta de todos aquellos y sélo aquellos
pares ordenados cuya primera componente pertenece al conjunto X
y la segunda, al conjunto Y. De esta suerte los elementos del con-
junto ordenado constituyen cortejos de dos elementos del tipo
(%, ). Su definicién formal es

XXY={xpixesX, y=Y} (1-42)
Ejemplo 1-10. Sean X = {1, 2}, Y ={l, 3, 4}. Entonces X X ¥ == {(1. 1),

(1,3). (1.4), (2, 1), (2,3), (2.4)). La representacion geométrica de este con-
junto se muestra en la figura 1-9, a

%

2]

x
—————

X
o

Fig. 1-9. Representacion geométrica del producto directo de conjuntos

Ejemplo f-11. Sean X e Y segmentos de un eje real El Froducto directo
X X Y se represcnta por el rectingulo rayado indicado en la tigura 1-9, 6. De
csta fipura se deduce que las propiedadaes del producto directo difieren de las
propiedades del producio ordinario en sentido aritmético. En particular, el pro-
ducto directo cambia &l cambiar el orden de los factores, es decir,

XXY &Y ¥XX. (1-43)

La operacion de multiplicacién directa se extiende también
facilmente a un niimero mayor de conjuntos, Se denomina producto
directo de los conjuntos Xj, Xa, ..., X, el conf‘unto designado por
XX XoX ...X, que consta de todos aquellos y sélo aquellos
cortejos de largo r, cuya primera componenie pertenece a X, la
segunda, a X3, etc.

Es facil ver que

XXY=02L=@ o Y=0, (1-44)

ya que mo existen pares ordenados con la primera o segunda com-
ponente que falta. Anédlogamente, Xy X XX ... X, = & cuando,
y solo cuando siquiera uno de los conjuntos Xj, Xo, ..., Xy &5 un
conjunto vacio.

El concepto de pofencias de un conjunto constituye un caso par-
ticular de la operacion de mulliplicacién directa. Sea M un con-
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junto arbilrario. Llamemos potencia s del conjunto M y designe-
mos por M¢ el producto directo de s conjuntos iguales a M:

M=MXMX ... XM (1-45)

§ veces

Esta definicién sirve para s = 2, 3, ... Ella puede hacerse ex-
tensiva a cualquier s entero no negativo si asumimos mediante
una definicién especial que

M'=M, M°={A}. (1-46)

Si R es el conjunto de los niimeros reales, entonces R3= R X R
representa el plano real y R® = R X R X R representa el espacio
tridimensional real.

¢) Proyeccién de un conjunto

La operacién de proyeccién de un conjunto esta vinculada
estrechamente a la operacién de proyeccién de un cortejo y sélo
fuede aplicarse a los conjuntos cuyos elementos son cortejos de
argo igual.

Sea M un conjunto que consta de cortejos de largo s. Entonces
vamos a llamar proyeccién del conjunto M al conjunto de las pro-
yecciones de los cortejos de M.

Ejemplo 1-12. Sea M = {1, 2,3,4,5), (2,1, 3,5,5), (3,3 3,3 3), (3,2 3
4, 3)}. Entonces

Pr2 M = [21 '1 3}: Pr!. € M o {(2- 4}! (Ir5)r [3| 3}}'
Es féacil comprobar que si M = X ¢ ¥, entonces

PrM=X; PrM=Y, (1-47)
ysi Q = X XY, entonces
PriQ=X; PrQcy. (1-48)

1-4. CORRESPONDENCIAS

a) Definicién de correspondencia

Examinemos dos conjuntos X e ¥. Los elementos de dichos con-
juntos pueden compararse unos con otros de algin modo, for-
mando pares (x, ¥)}. Si el méiodo de tal comparacién estd deter-
minado, o sea, para cada elemento x & X ests indicado el elemento
y < Y con el cual se compara el elemento x, se dice que entre los
conjuntos X e Y se ha establecido correspondencia no siendo en-
tonces imprescindible en lo absoluto que participen en ia compa-
racion todos los elementos de los conjuntos X e Y,

44



Para presentar una correspondencia es necesario sefalar:

1) el conjunto X cuyos elementos se comparan con los elemen-
tos del otro conjunto;

2) el conjunto Y cuyos elementos se comparan con los elemen-
tos del primer conjunto;

3) el conjunto Q = X X ¥ que define la ley en conformidad
con la cual se realiza la correspondencia, o sea, que enumera todos
los pares (x, y) participantes en la comparacion. De este modo,
la correspondencia designada por q representa la triada de con-

juntos
9=(X,Y,Q), (1-49)

en la cual @ = X X Y. En esta expresién, la primera componente X
se llama dominio de partida de la correspondencia, la segunda
componente ¥, dominio de llegada de la correspondencia, y la ter-
cera componente Q, grafica de la correspondencia. El término “gra-
fica” se explicard mas detalladamente al estudiar el tipo particular
de correspondencia denominada funcién,

Ademas de los tres conjuntos examinados X, Y, Q, también
estdn relacionados indisolublemenie con cada correspondencia los
dos conjuntos siguientes: el conjunto PrQ llamado dominio de
definicion de la correspondencia, formado por los elementos del
conjunto X que entran en comparacién y el conjunto Pr.Q llamado
dominio de valores de la correspondencia, constituido por los ele-
mentos del conjunto ¥ que entran en comparacion.

Si (x,4) =Q, se dice que el elemento y corresponde al elemento x. Es
cémodo representar esto geométricamente mediante una flecha dirigida de x a g

a b £ a & g
o o

o A T ¢ 5 Y
a) &)

Fig. 1-10. Represenlacién geométrica de las correspondencias directa e inversa

Ejemplo 1-13. Sean X = (1,2}, ¥ = {3,5) de manera que X X ¥ = ((1,3),
(1,8), (2,3}, (2,5)). Este conjunto da la posibilidad de obtener 16 corresponden-
cias diferentes, Cilemos algunas de ellas:

Qu={(1,3)}); Pri@:{l} Pr;@ =1}
Q,={L,3), (1,6} PriQ:=[1) PrQ=[(5=Y.

Ejemplo I-14. En una empresa hay tres vehiculos automdviles, dos camio-
nes o y P que trabajan en dos turnos' y un autobis y raramente utilizado. El
camién P se encuentra en reparaciones. En la plantilla hay tres chéferes a, b, ¢

de lcs cuales ¢ estd de vacaciones. La distribucion de los chéferes gnr vehiculos
constituye una correspondencia, Una de las correspondencias posibles serd la

siguiente:
g= “II, by "}. {G. ﬁl '\’1. {(al u}i (a, ?)1 (b, E”.
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Esla correspondencia estd representada geoméiricamente en Ja figura 1-10, a.
En ella el elemenio o cotresponde a los elementos a y b, y el etemento y, al
elemento a. La correspondncia ¢ estd definida para a y b, pero no lo estd para
& por consiguienle, el dominio de definicién de la correspondencia cs el con-
junto {a, b}). E1 dominio de valores de la correspondencia es el conjunte {e, y}.

b) Correspondencia inversa

Para cada correspondencia ¢ =(X, ¥, Q), Q= X X ¥ existe
‘una correspondencia inversa que se obtiene si se considera la co-
rrespondencia dada en direccion contraria, es decir, si se determi-
nan los elementos x e= X con los cuales se comparan los elemen-
tos y &= Y. La correspondencia inversa a la correspondencia g serd

designada por _
; : ¢ el X 0™ (1-50)
donde =V X X. .

Ejempio 1-15. Para el ejemplo 1-14 la correspondencia inversa sera la dis-
tribucion de los vehiculos enire los chéferes:

_ ({e, B, ¥} {a, b, o}, {{a, a), (@, B), (v, a))),
-lo que se muesira geométricamente en la figura, 1-10 8,

.. En el ejemplo dado se v que la representacién geométrica de
la correspondencia inversa se obtiene cambiando la direccion de
'las flechas en la representacion geométrica de ia correspondencia
directa. De ello se desprende que la correspondencia inversa de la
<correspondentia inversa sera la correspondencia directa

@ '=gq. _ (1-51)

¢) Composicién de correspondencias '

Se llama composicion de correspondencias al empleo consecu-
tivo de dos correspondencias. .

La composicién de correspondencias es una operacién con tres
conjuntos X, ¥, Z, en los cuales estin definidas dos corresponden-

-clas - Al
g=(X,Y, Q), QEXXY:}
: . p=W,Z.P) PSYXZ

por cierto, el dominio de valores de la primera correspondencia
coincide con el dominio de definicion de la segunda

e . Pr,Q=Pr, P. ' (1-53)

“La primera correspondencia define para cualquier x = Pr,Q
cierto elemento'y & Y que ademds puede ser no @nico. De-acuerdo
con la. definicién de la operacién de composicién de corresponden-
cias, ahora hace falta definir la 2 = Z para la y = ¥ hallada, em-
pleando la segunda correspondencia. Pe este modo, la composicién

2T

(1-52)



de cortespondencias compara con cada elemento x del dominio de
definicién de fa primera correspondencia Pr,Q, uno o varios ele-
me_tlotos z del dominio de valores de la segunda correspondencia
pl‘g . %

Vamos a designar por g{p) la composicién de correspondencias
gy p, ypor QeP, la grafica de la composicién de corresponden-
cias. Entonces la composicién de correspondencias (1-52) se es-
cribe en 1a forma

gp)={(Y,Z,QeP) QeP=XXZ. (1-54)

. Ejemplo 1-16. Si g es la correspondencia que delermina la distribucién de
los chéferes por vehiculos automéviles y p, la correspondencia que determina
ia dislribucién de vehiculos por rutas, entonces la correspondencia ¢(p) es la
correspondencia que define la distribucién de chéferes por rutas.

., Como es l6gico, 1a operacién de composicién puede extenderse
asimismo a un nimero de correspondencias mayor de dos.

I-5. REFLEJOS Y FUNCIONES

a) Reflejos y sus propiedades

.+ Sean X e Y ciertos conjuntos siendo = X XV y Pry ' = X.
La triada de conjuntos (X, Y, T') define cierta correspondencia que
posee la propiedad de que su’dominio de definicién Pry ' coincide

a b
o
o S rd
Fig. I-11. Representacién geométrica del reilejo

con ¢l dominio de partida, es decir, con X, y, por lo tanio, dicha
correspondencia esta definida en todas parles en X. En otras pa-
labras, para cada x & X existe una y = ¥ ial que (x, y)=T. Tal
correspondencia definida en todas partes se denomina reflejo de X
en Y y se expresa por

Fr:X-Y. . (1-65)

A menudo por la palabra “reflejo” se comprende el reflejo uni-
voco. Sin embargo, nosotros no vamos a atenernos a esta regla y
consideraremos que el reflejo I' pone en correspondencia con cada
elemento x e X cierto subconjunto

=Y, (1-566)

llamado imagen del elemento x. La ley conforme a la cual se
realiza la correspondencia se define por el conjunto T.
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Ejemplo 1-17. Si en el ejemplo 1-14 se excluye del anélisis el chéfer ¢, se
obtiene el reflejo I': X7, en el cual X == {a, b} es el conjunta de los chéfe-
res; ¥V = {a, B,X}. el conjunte de los vehiculos automdviles, y I' = {(a, @), (a,
V), (b, @}}, 1a distribucion de los chéferes por vehiculos. En la figura 1-11 se
muestra la representacién geométrica de este reflejo.

Examinemos algunas propiedades del reflejo. Sea A = X. Para
cualquier ¥ & A el conjunto I'x = ¥ sera la imagen de x. El total
de los elementos de Y que constituyen imagenes de I'x para todas
las x & A se denomina imagen del conjunto A y se designa por I'A.
Segin esta definicién

FA= 1J r= (1-57)

= A
Si A, y A, son subconjuntos de X se cumple que

(A UA)=TAUTA,. (1-58)
En efecto,

T'(A U A= xEHUA'rx= (,L-l I‘x) ] (xL]A.rx =TA,UTlA,

Sin embargo, la relaclén
F'{AinA)=TANTA, (1-59)

sélo es vélida en caso de que el reflejo sea univoco. Para demos-
trar esto realizaremos el fraccionamiento de los conjuntos 4, y A4,
(fig. 1-12) del tipo

A =X, UXy A= X, U X,

donde X, = A; N A..
Q-

Fig. 1-12. Fraccionamiento de conjuntos intersecados

Por cierto, los conjuntos X, X., X, seran fraccionamientos del
conjunto A; U A,. Aunque dichos conjuntos no son incidentes, sus
imagenes, sin embargo, pueden tener elementos comunes en caso
de no ser univoco el reflejo. Por consiguiente,

FTANTA=TXUX)NT (XU Xo) =
= (TX, 1 TXy) U(TX, NTXo) U(T' X2 1 TXo) U L' X,

En esta relacién se ve que (1-59) sélo se cumple en el caso de

que
PXiNTXe=2; L k=(0,1,2}; iz=k, (1-60)
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es decir, cuando el reflejo es univoco. Ahora bien, en el caso ge-

neral
IXso=T(A NA)=TANTA. (1-61)

Las relaciones obienidas se generalizan también con facilidad
para un ndmero mayor de conjunitos A;. Asi pues, si 4, ...
son subconjuntos de X, entonces

T (‘LHII A;) = ‘le T'Ag (1-62)
r (:Q A;) = ‘f:ll TA;. (1-63)

Por cuanto el reflejo constituye un caso particular de corres-
pondencia, son vdlidos para el reflejo los conceptos de reflejo in-
verso y composicién de reflejos, analogos a los conceptos introdu-
cidos al estudiar las correspondencias.

|An

b) Reflejos presentados en un conjunto

El caso en que coinciden los conjuntos X e ¥ es un importante
caso particular de reflejo. En tal caso el reflejo I'' X - X va a
representar el reflejo del conjunto X sobre si mismo y va a defi-

nirse por el par
(X, T), (1-64)

en el cual ' = X2, La teoria de los grafos, ciuyos elementos serdn
examinados en el capitulo 2, se ocupa del estudio detallado de
tales reflejos. Aqui sdle nos referiremos a ciertas operaciones con
semejantes reflejos.

Sean T' y A los reflejos del conjunto X en X. Vamos a deno-
minar composicién de dichos reilejos el reflejo TA que en concor-
dancia con la regla expuesta en el § 1-4 se define de la manera

siguiente:
(TA) x=T(Ax). (1-65)
En el caso particular en que A == I, obtenemos los reflejos
Mx=T(T'x) (1-66)
Mx =T ("), etc. (1-67)

De este modo, en el caso general para cualquier s = 2 se ve-
rifica

Myr=r(r"'x). (1-68)
Medi“ante una definicién especial introduzcamos la relacién
Iy =x. (1-69)
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Ello da la posibilidad de extender la relacion (1-68) también
a las s negativas. Efectivamente, segiin (1-68)

Fe=T(r"')=11"x=1xr (1-70)
Esto significa que '~'x conslituye un reflejo inverso. Entonces

I ie=r""(r"'), (1-71)
eic.

Ejemplo 1-18, Sea X un conJunto de perscnas, Para cada persona x = X,
designemos por I'x el conjunto de sus hijos. Entonces 1™y es ef conjunto de
los nietos de x; Tx, el conjunio de los biznjetos de x; T''x, el conjunto de los
padres de x, etc.

Representando las personas por puntos y trazando las f{lechas que van
de x a [x, oblencmos el arbol genealdgico que se muestra a titulo de ejemplo
en la figura 1-13.

4

rz

Fig. 1-13. Arbol genealdgico

Ejemplo 1-19. Analicemos un juego de ajedrez. Designemos por x clerta
posicién (ubicacion de las figuras en el lablero), que puede crearse durante el
juego, y por X, el conjunto de las posiciones posibles. Entonces, 'x va a sig-
nificar para cualquier x = X el conjunto de posiciones (lgue ueden obtenerse
a partir de x haciendo una jugada y cumpliendo las reglas del juego. En tal
caso,

I'x = &, si x es una posicién de jaque mate o de tablas;

I'*x es el conjunto de las posiciones que pueden obfenerse a parlir de x
con tres jugadas;

-'x es el conjunto de las posiciones a partir de las cuales puede obtenerse
la posicién dada con una jugada. '

Para los reflejos presentados en un conjunto, con frecuencia se
ulilizan algunas otras denominaciones que se encontrardn mas
adelante en nuestra obra.

Asi pues, si los elementos x & X representan los estados de un
sistema dindmico, el reflejo 'x puede considerarse como el con-
junto de los estados a los cuales puede pasar el sistema partiendo
de un eslado dado. En’este caso lo méas apropiado es utilizar el
término transformacién del estado del sistema dindmico. Para
designar ciertos tipos especiales de reflejos presentados en un
mismo conjunto, también se emplea el término relacion.
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c) Funcién, funcional y operador
Examinemos cierlo reflejo
f: X—Y. (1-72)

Este reflcjo se denomina furicién si es univoco, es decir, si para
cualesquiera pares {x,, y))=f y (x2 p)=[ de x2 = x; se des-
prende que yz = t.

De la definicién de reflejo y de los ejemplos dados anterior-
mente se deduce ql ue los elementos de los conjunfos X e ¥ pueden
ser objetos de cualquier nafuraleza. No obstante, en los problemas
de cibernética presentan gran interés los reflejos que son unfvocos
y cuyo conjunlo de valores es el conjunto de los nimeros reales R.
El reflejo univoco f definido por (1-72) se denomina funcién con
valores reales si ¥ = R.

Efemplo [-20. De una ciudad a otra se puede viajar por tren, autobis o
avion. El precio del pasaje es, respectivamente, de 7, 9 v 12 rublos. El precio del
pasaje en estc ejemplo puede representarse como funcion del medio de trans-
porte. Examinemos para ello los conjuntos

X = {tr, aut,, av.}, ¥ = (7,9, 12).

La funcién f. X — ¥, obtenida de las condw:ones dei ejemplo, puede escri-
birse en forma del conjunte f {{tr., 7), aut, 9), (av.,

El valor y en cualquiera de los pares (x, y)e=[ se denomina
funcién de la x dada, escribié¢ndose en la forma y = f(x). Tal no-
tacién permite introducir la siguiente definicién formal de funcién:

f={(x, =X XY :y=Fx). (1-73)

De esta suerte, el simbolo | se utiliza para la definicién de la
funcién en dos sentidos:

v 1} f es el conjunto cuyos elementos son los pares (x, y) que
participan en la correspondencia;

2) f(x) es la designacién para la y & Y correspondiente a la
x = X dada.

La definicién formal de funcién a modo de la relacién (1-73),
permite establecer los métodos de presentacién de la funcidn.

1. La enumeracion de todos los pares (x, y} que constituyen el
conjunto f, como se hizo en el ejemplo 1-20. Tal método de presen-
tacion de la funcidén es aplicable si X es un cojunto finito. Para
mayor claridad conviene disponer los pares (%, y) en forma tabu-
lar,

2. En muchos casos, tanto X como Y constituyen conjuntos de
nameros reales o complejos. En tales casos, muy frecuentemente se
comprende por f(x) la formuia, es decir, la expresién que contiene
la relacién de las operaciones matematlcas (adicion, substraccion,
division, logaritmacién, etc.), que hay que realizar con x = X para
obtener 'y.

fio E;empta -21. Sean X =V =R y [={ix,y) = R’:y = x?}. Enlonces
_x = X%
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A veces resulta necesario emplear distintas formulas para los
diferentes subconjunios del conjunto X de la funcién. Sean 4,, ...
.., A, los subconjuntos de )\J que no se intersecan por pares.
Designemos por fi(x) (i=1,..., n) la i6rmula que define y sien-
do x = A;. Entonces la funcién f({x) va a definirse por la expresion

fi(x) para x=s A,
f(x)={ ------ ek (1-74)

folx) para x= A,.
Asi, la funcién y = f(x)==|x| puede preseniarse en la forma

: { x para x=0;
Y=V —x para x <0.
3. Si X e Y son conjunios de los nlimeros reales, los elementos
(x, y)= [ pueden representarse en forma de puntos en el plano R%
La totalidad de dichos puntos va a constituir la grdfica de la fun-
cién f(x). En la figura 1-14, a esti representada la grafica de la
funcién dada en el ejemplo 1-21.

Flx) z
’&\
. I//t
a) é)

Fig. 1,14, Grélicas de funclones

En los problemas de cibernética con mucha frecuencia se hace
necesario operar con funciones del tiempo. Estas funciones deiinen
el reflejo de un nimero finito o infinito de puntos de cierto inter-
valo de tiempo T en el conjunfo de nétmeros reales X = R, lo que
puede escribirse en la forma

f:T—X. (1-75)

Designando por ¢ los elementos del conjunto T, y por x los
elementos del conjunto X, obtenemos la funcién x = f(!), que de-
termina el cardcier de la variacién del valor de x en el tiempo,
como se muestra por ejemplo, en la figura 1-14, b. Para simplificar
la notacién vamos a designar simplemente por x(¢) la dependencia
de x del tiempo.

Si en la expresidén (1-72) X = U X V, entonces llegamos a la
funcién de dos variables u y v, designada por f(«, v), donde u = U
y ve V. La definicion formal de la funcién de dos variables rea-
les serd la siguiente:

f={{, 0, n=eUXVXY:iy=F(u v)}. (1-76)
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De manera aniloga se delinen las funciones de tres o un ni-
mero mayor de variables.

Por cuanto la funcién es un caso particular de correspondencia,
para ella seran validos los conceptos de funcién inversa y compo-
sicién de las funciones, como los expuestos para la corresponden-
cia. Si f y g son dos funciones en el conjunto R? siendo

f: X=Y g:¥Y—2Z, (1-77)
entonces las funciones inversas seran:
Fl 1YaXx gl:z-Y. (1-78)
La composicién de las funciones f y g
fog: X—2Z (1-79)
define para cada x & Z una z = Z que se designa como
z=(fog)x=gl} ()] (1-80)

El concepto de funcional es un concepto mis general que el de
furicién. La funcional establece la dependencia entre un conjunto
de nimeros, por un lado, y cierio conjunto de funciones, por otro
lado. Puede servir de ejemplo de funcional la integral definida del
tipo

1(h=\twax.

Como vemos, la funcional J(f) representa un nfimero depen-
diente de la funcién f(x), la cual se elige de cierto conjunio pre-
sentado de funciones.

El concepio de operador es un concepto atin mis amplio. El
operador establece la correspondencia entre dos conjuntos de fun-
ciones de tal modo que 2 cada uno de éstos corresponde una fun-
cién determinada del otro conjunto. Asi pues, si designamos por p
el operador de diierenciacion, la relacién entre la derivada f’&) =
= df (x)/dx y la funcién f(x) puede escribirse en forma de la re-
lacion operacional

F=plf ().

1-6. RELACIONES

a) Relacién como representacién del enlace mutuo
entre los fenémenos

Haslta ahora hemos considerado los conjuntos simplemente
como una reunion de elementos. En los ejemplos dados hemos visto
que pueden ser elementos de los conjuntos los objetos y fenémenos
mas diversos de la naturaleza, la técnica y la sociedad, e incluso
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de la vida cotidiana. Estos objetos y fenémenos poseen las més di-
ferentes propiedades. Pero, al estudiar los conjuntos como reunién
de clementos nos hemos ‘abstraido de todas las propiedades de
dichos clementos salvo una: ser elementos del conjunto conside-
rado.

Tal enfoque resulta sumamente provechoso va que permite in-
troducir un método finico de descripcién de los fendmenos de mas
diverso tipo. Pero este enfoque en muchos casos es a la vez unila-
teral e insuficiente.

En la naturaleza y la sociedad los diferenies sucesos y fend-
menos no existen por si mismos, sino que estdn vinculados recipro-
camente e influyen unos sobre otros. En el concepto de conjunto
no se refleja este enlace mutuo de los fendmenos. Es por ello que
el concepto- de conjunto requiere su desarrollo ulterior para apro-
ximarse a la descripcion de las situaciones reales,

El primer paso en este sentido es la introduccién del concepto
de relacién en el conjunto que constituye el método matematico de
expresién del enlace mutuo enire los fenomenos. El concepto de
conjunio obtiene su desarrollo posterior en los espacios multidi-
mensionales al estudio de los cuales esta dedicado el tercer ca-
pitulo,

b) Propiedades de las relaciones

Como ya se ha indicado, el término “relacién” se emplea para
designar algunos tipos de reflejos dados en un mismo conjunto.
Debido al uso de este término es conveniente introducir una serie
‘de simbolos especiales.

Supongamos que cl reflejo (X, ') es una relacién, Examinemos
el elemento y = I'x. Diremos que el elemento y se encuentra en
relacién I' con el elemento x y lo escribiremos en la forma

yTx. (1-81)

Asi pues, el simbolo T en el ejemplo 1-18 denota la relacién
“ser hijos de la persona dada™.

Nota. Utilizando para el reflejo dado en un conjunto la corre-
lacién (1-64), obtenemos que la relacién es el par de conjuntos
(X, T) en el cual T = X% Por cuanto los elementos del conjunto X2
son pares ordenados puede decirse que la relacion es un conjunto
de pares ordenados. Como que cada par relaciona entre si sélo
dos elementos del conjunfo X2, esta relaciéon se denomina a veces
relacion binaria o de dos lugares.

Puede introducirse un conceplo de relacién més general deno-
minando relacién el par de conjuntos (X, I'), donde I' = X*. Los
elementos del conjunto X» son las n-es ordenadas y esto permite
denominar r-aria o de n lugares la relacién dada. En particular,
el conjunto de las triadas ordenadas puede llamarse relacién fer-
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naria o de tres lugares. En lo adelante, sin especificarlo especial-
menle; con el término “relacién” nos referiremos a la relacidn
binaria.

Las relaciones se dividen en diferentes clases dependiendo de si
poseen o no cierlas propiedades.

Examinemos las seis propiedades principales de las relaciones.
Al exponer dichas propiedades vamos a considerar que %, 4, 2 son
elementos cualesquiera del conjunto X.

Reflexividad: xIx es cierto; antirreflexividad: x)'x es falso; si-
metria: xT'y — yTx; antisimetria: xT'y y yT'x - x = y; asimetria:
si xI'y es cierto, entonces yI'x es falso; transitividad: xI'y y yI'z —
- xT'z.

Examinemos algunas clases importantes de relaciones, utlili-
zando las propiedades expuestas.

c) Relacion de equivalencia

Algunos elementos de un conjunio pueden considerarse equi-
valentes, cuando, en algunos casos, al someterlos a cierto analisis,
uno de ellos puede ‘ser sustituido por otro. Entonces se dice que
los elementos dados estan en relacion de equivalencia.

Ejemplos de relaciones de equivalencia:

la relacién “estar en un curso” en el conjunto de los estudian-
tes de una facultad;

Ya relacién “tener igual resta al dividirse por 3" en el conjunto
de los n(imeros enteros positivos;

la relacién de paralelismo en el conjunto de las rectas de un
plano;

la relacion de semejanza en el conjunto de los tridngulos, ete.

Para formular con exactitud la relacién de equivalencia vamos
a considerar que el término “relacidén de equivalencia™ se emplea
solamente en caso en que se cumplen las tres condiciones siguien-
tes:

1) cada elemento es equivalente a si mismo;

2) la proposicion de que dos elemenitos son equivalentes no
requiere que se precise cudl de los elementos se considera primero
y cudl segundo;

3) dos elementos equivalentes a un tercero son eqnivalentes
enire si.

Adoptemos el simbolo = para denotar equivalencia. Entonces
la definicién general de equivalencia se obtiene escribiendo las
tres condiciones citadas anleriormente en forma de las relaciones
siguientes:

1) x = x (reflexividad);

2) x =y -y = x (simetria);

3) x=yey=z—x=z (fransitividad).

Asi pues, la relacion I' se denomina relacién de equivalencia

si es reflexiva, simétrica y transitiva.
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La relacién de equivalencia estd vinculada estrechamente al
fraccionamiento de conjuntos estudiado en el § 1-2. Sea X un con-
junto en el que estd definida la relacién de equivalencia. Por
ejemplo, X es el conjunto de estudiantes en un curso y la relacién
de equivalencia es “estar en un grupo”. Llamaremios clase de
equivalencia al subconjunto de elementos equivalentes a cierto ele-
mento x & X. Asi pues, el grupo en que cursa estudios el estu-
diante Ivanov serd la clase de equivalencia que equivale al estu-
diante mencionado.

Sea J cierto conjunto de indices. Desigrniemos por {4; = X :j e
& J} el conjunto de clases de equivalencia para el conjunto X. Evi-
dentemente, todos los elementos de una clase de equivilencia son
equivalentes entre si (propiedad transitiva) y cualquier elemento
x & X puede estar en una y sélo una clase. Pero en tal caso X es
Ia reunién de los conjuntos no intersecados A; y de este modo el
sistema completo de clases {A; = X: j = J} constituye el iracciona-
mienio del conjunto X. Asi pues, a cada relacién de equivalencia
en el conjunto X corresponde cierto fraccionamiento de éste en
clases A;

La relacién de equivalencia en el conjunto X y el [racciona-
miento del mismo en clases se denominan conjugados si para x e y
cualesquiera 1a relacién x = y se cumple cuando, y solo cuando x
e y pertenecen a una misma clase ,E} de este fraccionamiento.
La comparacién de los ejemplos de la seccién presente con los
ejemplos del § 1-2 coadyuvara a esclarecer con mas exactitud el
vinculo de la relacién de equivalencia con el fraccionamiento del
conjunto.

En calidad de simbolo general de la relacién de equivalencia
se utiliza el simbolo = (a veces ~). No obstante, para algunas
relaciones de equivalencia particulares se emplean otros simbo-
los: = para designar igualdad; | para denotar paralelismo; ==
para designar equivalencia légica.

d) Relacién de orden

Con frecuencia encontramos relaciones que definen cierto orden
de disposicién de los elementos de un conjunto. Por ejemplo, dis-
tinguimos los conceptos “antes” y “después” en aquetlos casos en
que log elementos del conjunio son estados de un sistema dina-
mico. Diferenciamos los conceptos “es menor que” y “es mayor
que” y utilizamos los simbolos > o << si los elementos del con-
junto son numeros. Distinguimos los conceptos de conjunto y sub-
conjunto empleando los simbolos = o <.

En todos estos casos los elementos del conjunto X o los grupos
de elementos pueden disponerse en cierto orden, es decir, puede
introducirse la relacién de orden en el conjunto X.

Se distingue la relacién de orden no estricto para la que se
utiliza el simbolo < (siendo sus casos particulares los simbo-
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los <<, =) y la relacién de orden estricto para la cual se emplea
el simbolo < (siendo sus casos particulares los simbolos <,
=, —). Describamos estas relaciones enumerando sus propiedades.

Se denomina relacién de orden no estricto la que posee las
tres propiedades siguientes:

x < x es cierto (reflexividad);
x<yey<x—>x=y (antisimetria);
i<yey<z->x<z (transitividad).

Se llama relacién de orden estricto a la que tiene las tres pro-
piedades siguientes:

x< x es falso (antirrellexividad);

¥<ye y<xse excluyen mutuamente (asimetria);

<y e y<z—>x<z (transitividad).

El conjunio X se denomina ordenado si dos elementos cuales-
quiera x e y del mismo son comparables, es decir, si para ellos

x<y o x=y0 y<x

¢) Relacion de predominio

En aquellos casos en que X denota un conjunto de personas
o de grupos de personas, nos encontramos con una relacién que es
de predominio. Diremos que x predomina sobre y y escribiremos
x << y si x supera en algo a y. Asi, x puede ser un deportista
o equipo deportivo que vencié al deportista o equipo ¥, © una
persona que goza de autoridad ante la persona g, o una propiedad
que se prefiere a la propiedad 4.

Diremos que entre los elementos del conjunte X hay relacidn
de predominio si dichos elementos tienen las dos propiedades
siguientes:

1) ningtn individuo puede predominar sobre sf mismo, es decir,
x> % es falso (antirreflexividad);

2) en cada par de individuos es seguro que un individuo pre-
domina sobre oiro, o sea, x<<y e y<<x se excluyen mutuamente
(asimetria).

Respecto al predominio la propiedad de transitividad no se
cumple. En efecto, si en unas competencias el equipo x vencié al y
y el y derroi6 al 2, de esto no se deduce que el equipo x vencera
necesariamente al 2.

{-7. ALGUNOS CONCEPTOS DE ALGEBRA SUPERIOR

a) Grupos, anillos y campos

Las operaciones algebraicas (adicién, multiplicacién y divi-
sién) que fueron iniroducidas inicialmente para los niimeros racio-
nales, durante el proceso de desarrollo de las mateméticas fueron
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exlendidas a otras nociones diferentes: nimeros complejos, vecto-
res, matrices, etc. Las -eglas de ejecucién de estas operaciones son
distintas para las diferentes nociones. No obstante, dichas opera-
ciones tienen propiedades comunes cuyo conocimiento permite de-
terminar si es posible o no emplearlas para cualquier tipo concreto
de nociones. El establecimiento de tales propiedades conduce a los
conceptos de operacidn, grupo, anitlo y campo algebraicos.

Sea X cierlo conjunto. Se dice que en el conjunto X esta pre-
sentada una operacién algebraica si con cada par ordenado
(2, b)= X* esta puesto en correspondercia de manera unfvoca un
elemento determinado ¢ que pertenece al mismo conjunto X. La
operacién definida de este modo se denomina multiplicacion o adi-
cién y se escribe en la forma

e=ab o c=a-+b. (1-82)

La operacion algebraica se denomina asociativa si para
a, b, ¢ & X cualesquiera se cumple 1a corretacién

(able=a(be) o (a4 by +c=a+ (b+c).

Se denomina semigrupo el conjunto X con una operacién aso-
ciativa presentada en el mismo (llamémosla por ahora multiplica-
cién). El semigrupo se denomina grupo si;

1) en el conjunto X existe un elemento e tal que para cualquier
a < X se verilica

ae=ea=a, (1-83)

2) para cualquier a & X existe un elemento a-! tal que
aa =g la=e. (1-84)

Ef elemento e se denomina unidad del grupo y el elemento a-!,
inverso de a. Si la operacién definida en el grupo se denomina adi-
cién, enlonces el elementa e se llama cero del grupo y se designa
por el simbolo 0 y el a~' se denomina opuesto de a y se designa
—a. Los elementos 0 y —a satisfacen las relaciones

a+0=0~4a=a a+(—a)=0. (1-85)

El grupo se denomina finifo si X es un conjunio finito. Son
ejemplos de grupos: el conjunto de los nimeros enteros respecto
a la operacién de adicidn; el conjunto de todos los, niumeros racio-
nales diferentes de cero respecto’a la operacién de multiplicacién:
el conjunlo de todos los vectores en el plano respecto a la opera-
cién de adicion vectorial. Sin embargo, los nimeros enteros no
forman grupo respecto a la operacién de mulfiplicacién ya que
para un nimero entero distinto de =1 no existe un namero entero
inverso det mismo. El conjunto {l, —I1, i, —i}, donde i = V —1
puede servir de ejemplo de grupo [inito respecto a la operacién (e
multiplicacién.
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Si en el conjunto X estan definidas a la vez dos operaciones
algebraicas, la adicién y Ja multiplicacién, siendo conmutativa la
operacién de adicidn (a + b = b +4- a), y estando la operacidn de
multipticacién vinculada a la de adicidn mediante tas leyes distri-
butivas

alp+cy=ab+ac v b+e)a=ba+ca, (1-86)

entonces tal conjuntc se denomina anillo. En el anillo pueden fal-
tar la unidad y los elemenlos inversos; Si en €l hay la unidad, en-
tonces se denomina aniflo con unidad, Son anillos los conjunlos
de todos los nimeros enleros, racionales, reales y complejos, res-
pecto a las operaciones comunes de adicion y multiplicacion.

Se denomina campo al anillo en el gue para elementos cuales-
quiera ¢ 7= 0 y b existe precisamenie un elemento x {al que
ax = b. El elemento x se denomina cociente de la divisién del
elemento b por el a y se designa por x = &/a. Sirven de ejemplos
de campos el anillo de todes los niumeros racionales, el anillo de
tc;dos los nhmeros reales y el anillo de tpdos los nimeros com-
plejos.

! b) Isomorfismo. Homomorfismo, Simulacién

La simulacidn de sistemas y situaciones existentes en el mundo
real juega gran papcl en las investigacicnes cientilicas y précti-
cas. La esencia de Ja simulacién consiste en establecer una rela-
cién de eguivalencia entre dos sistemas, cada uno de los cuales
puede existir en realidad o ser abstracto. Si el primero resulta
mas sencillo para la investigacién que el segundo, es- posible
juzgar sobre las propiedades del segundo sistema observando el
comportamienito del primero. En este caso el sistema empleado
para la investigacién se denomina modelo,

El modelo se denomina {somérfico (de igual forma) si entre el
modelo v el sislema real se observa una correspondencia total de
elementos. Dicha correspondencia tiene lugar enfre el negativo y la
imagen obtenida del mismo, el dibujo y la pieza elaborada segun
éste, los procesos en un sistema real y la solucién de la ecuacién
que describe su comportamiento,

Sin embargo, en muchos casos los modelos isomériicos resul-
tan demasiado complicados e incomodos para su utilizacién prac-
tica. Resultan més apropiados aquellos que permiten juzgar sola-
mente acerca de los aspectos esenciales del comportamiento de los
sistemas reales sin detallartos. Puede servir de ejemplo el si-
guiente modelo: el mapa geogréfico con respecte al sector de la
superficie ferresire representada en éste.

Se llaman fhomonorfos los modelos, algunos de cuyos elemen-
tos s6lo corresponden a grandes partes del sistema real y en los
cuales falta la correspondencia total entre los elemenfos del mo-
delo y del sistemia
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Puede darse una definicién malemaética rigurosa del isomor-
fismo y homomorfismo en términos de la teoria de los grupos.

Supongamos que los conjuntos X e Y son grupos. Si entre los
elementos de dichos grupos se ha establecido una correspondencia
biunivoca, segiin la cuaP para elementos cualesquiera ¢, b= X y
elementos correspondientes a ellos a’, &’ &= Y, al elemento ¢ = ab
va a corresponder el elementio ¢’ = a’b’, denominandose a tales
grupos isomérficos.

Los grupos isomérficos pueden diferir unos de otros sélo por
[a naturaleza de sus elementos y quizds por la denominacién de
las operaciones definidas en el grupo. Pero todas las propiedades
de los grupos isomériicos entre si que se derivan de las propieda-
des de las operaciones definidas en ellos y que no dependen de la
naturaleza de los elementos del grupo son iguales,

En los grupos homomérficos la correspondencia entre grupos
es unilateral. Se dice que el grupo X estd reflejado homomédrfica-
mente en el grupo Y si a cada elemento del grupo X corresponde
un elemento determinado univocamente del grupo Y, y si a los
elementos a,b = X corresponden los elementos a’, ¥’ & ¥, enton-
ces al elemento al = ¢ corresponde el elemento ¢/ = a’d’. En lo
general, en caso de homomorfismo del tipo X — Y pueden pasar al
elemento considerado del grupo Y diversos elemenios del grupo X
y puede asimismo no pasar ninguno.

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 1

1-1. ¢Qué representa el conjunto ¥ \ X del ejemplo 1-1?
-2, Bes[ nar mediante rayado el conjunto ¥ N\ X del ejemplo 1-3.
1-3. Sea i un conjunto de nameros reales y

I={reR: 01}, Y={ysR:0<y=<2L

1-4, Dibujar las figuras que r:fresentau los conjunios A ={(x, y) = R3:
4P}y B={{x, ) =R L (y— 12 ().
Qué figuras representan los conjuntos A B, ANB, R\ A?

1-5. Demostrar las identldades XN@=% XU@D=X, INX=X
I X =1 utilizando la correlacién (1-34).

1-6. Representar en el plano real R* = R X R los conjuntos XX ¥ e ¥ X X
del problema 1-3.
A 1[2? g}epresentar geométricamente los conjuntos AX R y RX A, donde

:I—SIL lliiallar PriM y Pr:2M para el conjunto M = {x, v} s R*: (x—2)2 +

+ 4 =1}

1-9. Sea [ == {xy, X3, Xs} un conjunto universal y X = {xy, x.}; ¥ = {x2, s}
Z = {xs} sus subconjuntos. Determinar enumerand‘:) los conjuntos siguientes:

XXXy Z2XZ; XXY; VXX XXYNY XX, XXYUY XX

4 Qué representan los conjuntos XUV, XNV, X\ ¥?
<

1.10. Sean X, ¥, Z los subconjuntos del conjunto R? iguales a X == {{x,4):
tx=0h Y={(xy) :y =0% Z={(x,y) :x+ y = 1}. Representar geométrica-
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mente los conjuntos
XY, Z, XuY; XUY; XnY; XAY; XnzZ: XAz
XnYnz; xnvnz.

1-11, ¢A qué es Jgual el conjunto XXX Y si X e ¥ son subconjuntos del
conjunto R? y X ={(x.9):2xy =1} Ye={(xy) : x—y =0p

1-12. Escribir en el ejemplo 1-13 todas las 16 correspondencias. Determinar
PryQ y PrQ para cada una de eilas.

1-13. Hallar la funcién inversa f-t para la funcién | del ejemplo .21.

1-14. Sean f y g las funciones en el conjunto R? iguales’ a | = {(x,4):
ry:xt); g={(y,2):2=seny) Hallar Ja composicion de eslas funciones



Capitulo segundo

FUNDAMENTOS
DE LA TEORIA
DE: LOS. GRAFOS

2-1. DEFINICIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA
DE LOS GRAFOS

a) Definicion de grafo segiin la teoria de conjuntos

Se puede obtener una representacién clara del grafo si nos
imaginamos cierto conjunto de puntos del plano X denominados
vertices y el conjunto de segmentos dirigidos U llamados arcos
que unen todos o algunos de los vértices. Matematicamente, el
grafo G puede definirse como el par de conjuntos X y U:

G={X, U). 2-1)

En la figura 2-1 esta representado el grafo cuyos vértices son
los puntos a, b, ¢, d, e, g, h, y sus arcos, 10s segmentos (a, a),
(¢, b), (¢, d), (d, ¢); (d, d), (c, e), (e, d), {g, k). Son ejemplos de
graios las relaciones de paternidad y maternidad en un conjunto
de personas (véase la fig. 1-13), el mapa de los caminos en la
comarca, el diagrama de conexiones de aparatos eléctricos, las re-
laciones de superioridad de algunos participanles de un torneo
sobre otros, ete.

A veces resulta comodo dar otra definicién de grafos. Puede
considerarse que el conjunto de los arcos dirigidos U/ que unen los
clementios del conjunto X refleja este conjunto en si mismo. Por
eso, puede considerarse presentado el grafo si esldn dados el con-
junto de sus vértices X y el método de reflexién T del conjunto X
en X. De esta suerte, el grafo G es el par (X, I'), que consta del
conjunto X y el reflejo I" presentado en este conjuntoe:

G=(X, . (2-2)
Asi, para el grafo representado en la figura 2-1 ei reflejo T se
determina del modo siguiente:
a==Ta; To=@; Te={b,d,e}; I'd={d, c}; Te=d;
Fg=h; Th=g.
Es facil ver que la definicién de grafos dada coincide por com-
pleto con la definicién de relacion en el conjunto.
En ocasiones es conveniente representar los grafos en forma

de ciertas matrices, en particular como matrices de adyacencia y
de incidencia. Daremos previamente dos definiciones.
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Dos vériices x e y se denominan adyacentes si son diferentes y
existe un arco que va de x a y.

El arco u se llama incidente con el vértice x si llega a este
vértice o sale del mismo. _

Designemos por Xi, ..., X, los vértices del grafo y por u, ...
<+ Uy Sus arcos. Introduzcamos los niimeros:

1, si hay un arco que une el vértice
ryy==94 {, con el vértice jf;
0, si no hay tal arco.

La matriz cuadratica R = || ry; || def orden n X n se denomina
matriz de adyacencia del grafo,

Fig. 2-1. Vista general de un grafo

Introduzcamos més adelante los niimeros
+1, si u; sale de x;
syy=4 —1, si g llega a x;
0, si u; no es incidente con x;.

La matriz S = [lsy; || de orden n X m se llama matriz de inci-
dencia de los arcos de[’ grafo.

Las matrices de incidencias sélo son aplicables en la forma
descrita a los grafos sin lazos. En caso de haber lazos en el grafo
hay que desmembrar dicha matriz en dos semimatrices: positiva
y negativa.

Introduzcamos algunos conceptos y definiciones que sirven
para describir los distintos tipos de grafos.

Subgrafo Ga del grafo G = (X, I') se denomina el gralo que
incluye s6lo una parte de los vértices del grafo G que, junto con
los arcos que unen dichos vérlices, forman el conjunto A, como
por ejemple, la zona circunscrita con linea de trazos en la fi-
gura 2-1. El subgrafo G, se deline matematicamente de la si-
guiente manera:

Gy= (A, Ty, (2-3)
donde
Acs X, Iix=(Tx)NA. (2-4)

63



El grafo parcial G, con respecto al grafo G = (X, I') se llama
al grafo que sélo contiene una parte de los arcos del grafo G, es
decir, definido por la condicién

Ga=1(X, A), (2-5)
donde

Ax=Tx. 2-8)

Asi pues, en la figura 2-1 e] grafo formado por los arcos grue-
sos es un grafo parcial.
Ejemplo 2-1. Sea G = (X,T) el mapa de carreteras de la Unién Soviética,

Entonces el mapa de carreteras de ia region de Tambov constiluye un subgrafo
y el mapa de carreteras principales del la Unién Soviética, un ‘grafo parcial.

Son también importanies los conceptos de camino y contorno.
Anteriormenie se dio la delinicién de arco como el segmento diri-
gido que une dos vértices. El arco que une los vértices a y b y esta
dirigido de a a b se designa por 4 = (a, b).

En el grafo G se denomina camino la secuencia de arcos p =
=(ty, ..., 4p) en la cual el final de cada arco anierior coincide
con el comienzo del siguienie. El camino p cuyos vértices consecu-
tivos son a, b, ..., m se designa por pw =={a, b, ..., m). Se llama
largo del camino p = (u;, ..., u4x) al nimero [(p)= & igual al
namero de arcos que constituyen el camino p. Este puede ser finito
o infinilo. En caso de ser infinito suponemos que I(n)= oo, El
camino en el cual ningfn arco se encuentra dos veces se denomina
sencillo. Se llama elemental al camino en el cual ningin vértice
se encuentra dos veces.

El contorno es el camino finito p = (x,, ..., x) en el que el
vértice inicial x; coincide con el final x,. Por cierto, el contorno se
denomina elemental si todos sus vértices son diferentes (a excep-
cidn del inicial y final que coinciden). Se llama fazo al contorno
de largo unitario forma[c‘o por el arco de tipo (a, a). Asi pues, en
la figura 2-1 (e, 4, ¢, b) es un camino, (¢, e, d, ¢), un contorno y
(d, dg) un lazo.

A veces se analiza e} grafo sin tomar en consideracién la orien-
tacion de sus arcos. En tal caso se denomina grafo no orientado.
Para éste los conceptos de arco, camino y contorno se sustituyen
por los de arista, circuito y ciclo. La arisfa es el segmento que une
dos vértices. El grafo en la figura 2-1 tiene ocho arcos y siete
arisias. Se denomina circuffo a una secuencia de aristas. Se llama
fcicto al circuito finito en el que coinciden los vértices inicial y
inal.

Estd vinculada al conceplo de grafo no orientado una impor-
tante caracteristica denominada conexién del grafo. Se dice que
el grafo es conexo si dos de sus vértices cualesquiera pueden co-
nectarse en circuito. Si el grafo G no es conexo puede desmem-
hrarse en subgrafos G; tales que sean conexos todos los vértices
en cada subgrafo y no lo sean los de los diferentes subgrafos,
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Tales subgrafos G; se denominan componentes de conexion del
grafo G )

Para determinar la conexion de un grafo orientado no es nece-
sario alender a la orientacién de los arcos. El grafo represeniado
en la figura 2-1 no es conexo, pero su subgrafo que consta de los
vertices b, ¢, d, e es conexo. Para el grafo orientado existe el con-
cepio de conexidn fuerte. Un grafo es fuertemenie conexo si para
dos vérlices cualesquiera x e y (x 5= y) existe un camino gque va
de x a y.

El arbol es un importante caso particular de grafo no orien-
tado. Se denomina arbol el grafo conexo finito no orientado des-
provisto de ciclos. En la figura 2-2 se muesiran ejemplos de 4rbo-
les.

Si esta dado el conjunto de vértices a, b, ¢, ..., el arbol pucde
construirse del modo siguiente. Tomamos como vértice inicial uno
de éstos, por ejemplo a, y lo denominamos raiz del arbol. Desde

Fig. 2-2. Ejemplos de drboles

este vértice trazamos aristas a los vértices contiguos b, ¢, d, ...,
desde éstos trazamos las aristas a los vértices vecinos de los mis-
mos e, f, g, , ..., etc. De esta manera, el 4rbol puede construirse

aftadiendo consecutivamente aristas en sus vértices. Esto ofrece la
posibilidad de establecer el vinculo entre el niimero de vértices y
el de aristas del &rbol.

El arbol mis sencillo consta de dos vértices unidos por una
arista. Cada vez que afiadimos una arista mas en su extremo se
adiciona lambién un vértice. Por lo tanto, un arbol con n vértices
tiene n — 1 arislas.

b) Relacién de orden y relacién de equivalencia
en un grafo

Como hemos visto, el grafo proporciona una cémoda represen-
tacién geométrica de las relaciones en un conjunte. Por eso la teo-
ria de los grafos y la teoria de las relaciones en el conjunto se
complementan mutuamente.

Vamos a considerar que en el grafo G = (X, I') se ha introdu-
cido una relacién de orden si para dos vértices cualesquiera x e g
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que satisfagan la condicién x< y existe unt ¢amino de & a y. En
este caso se dice que el vértice x precede al y y que éste sigue al x.
Mostremos que la definicion dada refleja en el grafo todas las
propiedades de la relacién de orden.
Reflexividad. La condicién

x = x es cierto (2-7)

y denota la equivalencia del vértice a si mismo, es decir, 1a condi-
cién x = x. No obstante, si se quiere, dicha condicién puéde con-
siderarse como la existencia de un camino de x a X, O sea, COmo
un lazo en el vértice x (fig. 2-3, a),

Transitividad. La condicién

i<y yLz»>x<z (2-8)

denota que los vértices ¥, y, z se encuentran consecutivamente en
un mismo camino (fig. 2-3, &)

Y
&) -
a) : z
z 2
)] c)

Fig. 23, Tlustracion de las propiedades de una relacién de orden

Asimetria. Demostremos que es cierta la condicién
X<y, ysKx—xi=y, (2-9)

El primer miembro de esta expresién indica que existe un ca-
mino de x a y, asi como también, un camino de y a x. Pero esto
significa que en el grafo hay un contorno en el cual estan los vér-
tices x e y (fig. 2-3,¢).

Del segundo miembro de la condicién (2-9) se desprende que
los vértices que estan en un mismo contorno son equivalentes. Va-
mos a considerar esta deduccion como la definicién de equivalen-
cia en el grafo y demostremos que tal definicién satisface las tres
condiciones de la relacion de equivalencia. Las condiciones de
reflexividad x == x y simetria x = y - y == x son evidentes y se
derivan de la definicién de equivalencia dada anteriormente. Tam-
bién es evidente la condicion de transitividad x =y, y=2 >
->X == z ya que indica que si en el Era[o hay un contorno con los
vértices x € y, asi como con los vértices ¥ y z, entonces existe
asimismo un contorno en el que se encuentran los vértices x y z,
(véase la fig. 2-3, ¢).

De esta suerte, la relacién de orden al igual que la relacién de
equivalencia definen cierto grafo.
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En el grafo también puede introducirse la relacién de orden
estricto. En este caso, para dos vérfices cualesquiera x e y que
satisfagan la.condicion x < y, hay un camino que va de x a 4. La
condicién de transitividad x < y, y < 2 - x < z significa, como en
el caso anterior, que los vértices x, ¥, 2 se encuentran consecuiiva-
mente en un mismo camino. La condicién de antirreflexividad
§x< % es falso) indica la ausencia de lazos en el grafo y la con-

icién de asimetria (x <y, y < x se excluyen mutuamente), la
falla de contornos.

De este modo, la relacién de orden esiricto define un grafo sin
contornos.

¢) Caracteristicas de los grafos

La resolucién de muchos problemas técnicos por los mélodos de
la teoria de los grafos se reduce a la delerminacién de unas u
otras caracteristicas de éstos. Aunque en la presente obra es im-
posible examinar las aplicaciones técnicas de la teoria de los gra-
fos, el conocimiento de las caracteristicas maés relevantes de los
grafos, puede resultar de provecho al estudiar otras disciplinas.

Ndmero ciclomdtico. Sea G un grafo no orientado que tiene n
vértices, m aristas y r componentes de conexién. Se denomina nd-
mero ciclomético de un grafo G el nimero

viGy=m—n-+tr.

Este nimero tiene un interesante sentido fisico: es igual al nfi-
mero maximo de ciclos independientes en el grafo. El namero
ciclomatico puede utilizarse al calcular los circuitos eléciricos
para determinar el nimero de contornos independientes.

Nimero cromdtico. Sea p un nimero natural, El grafo G se
denomina p-cromatico si pueden colocarse sus vértices con p colo-
res distintos de tal modo que no se coloreen igualmente dos vérti-
ces adyacentes cualesquiera, El niimero menor p con el cual el
gralo es p-cromatico se denomina niimero cromatico del grafo y
se designa por y(G).

i v(G)= 2, el grafo se denomina dicromaiico. La condicidn
necesaria y suficienfe para que el grafo sea dicromitico es que
no tenga ciclos de largo impas. El niimero cromdtico juega un
papel importante al resolver el problema de utilizar con maxima
economia las células de 1a memoria durante la programacién. Pero
salvo en el caso del grafo dicromatico su delerminacion constituye
una tarea bastante dificil que con frecuencia requiere el empleo de
calculadoras electrdnicas.

Conjunto interiormente estable. El conjunto S = X del grafo
G = (X, ') se denomina interiormente estable si no son adyacen-
tes dos vértices cualesquiera de S, es decir, si para cualquier
xe S secumple que Tx 1 S = &.
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El conjunto interiormente estable que contiene el nimero
mayor de elemenios se denomina conjunto interiormente estable
maximo, y el niinero de elementos de este conjunto se Hama ni-
mero de estabilidad interna del grafo G. El conjunto interiormente
cstable méximo juega gran papelen la teoria de la comunica-
cién,

Conjunlo exteriormente estable, E] conjunto T < X del grafo
G = (X, T') se denomina exteriormente estable si cualquier vértice
no pertaneciente a T estd conectado por arcos con los vértices que
pargn de T, es decir, si para cualquier x & T se cumple Tx N T ==
= (D,

El conjunto exteriormente estable que contiene el niimero me-
nor de elementos se llama conjunto exteriormente estable minimo,
y el niunero de elementos de este conjunto se denomina namero
de estabiiidad externa del graloG.

2-2. PROBLEMA DEL CAMINO MINIMO

a) Enunciado del problema

Para aplicaciones précticas tiene gran importancia el problema
de encontrar el camino minimo entre dos vértices de un graio
conexo no orientado. Se reducen a éste muchos problemas de elec-
cion de la ruta mas econdimica (desde el punto de vista de la dis-
tancia, el liempo o el costo) en el mapa de carreteras existente
y muchos problemas de elecciéon del modo més econdmico para
convertir un sistema dindmico de un estado en otro, etc. En mate-
mélicas se han elaborado diversos métodos para resolver semejan-
tes problemas. Sin embarga, con gran frecuencia los métodos ba-
sados en el uso de los grafos son los menos engorrosos.

El problema del camino minimo en un grafo puede enunciarse
en general del modo siguiente. Esta dado el grafo no orieniado
G = (X, U). Se ha asignado a cada arista de este grafo cierto ndi-
mero {(#) z= 0 denominado largo de la arista. En casos particula-
res {(u) puede ser la distancia entre los vértices unidos por la
arista u, el ticmpo o costo del viaje por esta arista, etc. Entonces,
cualquier circuilo u va a caracterizarse por el largo

Lp)= X L. (2-10)
=

‘Para dos vértices cualesquiera a y & del grafo G es necesario
hallar precisamentie aquel camino p,, cuyo largo lotal sea minimo.

Antes de bhallar el mélodo general de resolucién de este pro-
hlema examinemos la regla para solucionar los problemas del
tipo particuiar en que el largo de cadaarista es igual a la uni-
dad.
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b) Biisqueda del camino minimo:en un grafo con aristas
de largo unitario

A veces resulta necesario operar con grafos cuyas aristas
tienen un largo igual que se toma conto unidad. Los vértices de tal
grafo representan habitualmente los jestados de algin sistema en
el que desde cierto punto de vista son equivalentes todos los tran-
sitos realizados con un paso. Pongamos un ejemplio de problema
que se reduce al examen de un grafo con aristas de largo unitario.
El problema dado puede servir de ilustracién de los métodos de
construccion de grafos para los diferentes casos concretos.

Ejemplo 2-2. Problema de la lorre de Handi. Un tablero tiene ires estacas.

En |a primera esldn ensartados m discos cuyo didmelro disminuye de abajo
arriha. Se plantea el problema siguiente: hadiendo pasar los discos uno por uno,

z
/
¢ Ix

a)

z

21

Fale

/

Fig. 2-4. Grafo de las transiciones en el problema de la torre de Hanoi

colocarlos en ¢l mismo orden en la tercera estaca utilizando la segunda en cali-
dad de intermendiaria v cumpliendo la condicién de que durante ningin paso
el disco mayor quede encima del menor en ninguna de las estacas. Coma con-
dicién adicional puede cxigirse hallar la solucion (ue requiere el menor nlmero
de pasos.

pN'I.II'.ElEFCIrIUS los discos en orden decreciente de didmetros: m, m—1, ..., L
Designemos por X, ¥, Z los conjuntos de discos ensartados, respectivamente, en
la primera, segunda y tercera csiacas en cuslquiera de los pasos. Al hacerlo
es ' suficiente indicar solamente los conjunios X y Z, ya que el conjunto Y se
obtiene como complemento de los conjuntos X y Z hasla el nimero total de dis-
cos. Cada uno de los conjuntos X o Z puede ser una de las combinaciones de
dincos siguientes: 0, 1, 2, 2, 3, 31, 32, 321, 4, 41, 42, 421, 43, 431, 432, 4321 .,
Estas combinaciones pueden representarse con puntos convencionales en los ejes
X y Z, como se muesira en la figura 2-4, de suerte que cualquier disposicion
de los discos se represeniard con cierto punto en el plano {X, 2). Uniendo di-
_chos puntos por medic de lincas que seiialen los desplazamienios posibles de
discos én cada paso, oblenemos un grafo no orientado en el que puede ha-
Ilarse el camine, ¢ incluso el minimo, para transitar del punto inicial al final
del grafo.
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Puede realizarse la consiruccidn del grafo pasando de m a m + 1 discos.
Con m =1, los estados posibles van a representarse por el conjunto {gl.i}),
(0,0}, (0,1}}, al cual corresponde el grafo de la figura 2-4,a con el transito
minimo de] estado iniciat (1,0) al final (0,1) indicado en ella.

Para obtener una regla general supongamos que ya estd construido un gra-
fo para el caso de m discos que llamaremos grafo m. Es facil cerciorarse de
que este grafo tendrd la forma del triangulo represeniado en la figura 2-5, e,
aunque sus conexiones internas nos son desconocidas por el momento. ¢Cual
sera entonces el grafo para m -} 1 discos?

Notemos que el disco con el niimero m + 1 sélo puede ocupar la posicion
inferior en cualquiera de las estacas. Los m discos restantes pueden desplazarse
de cualquier manera conforme al ‘grafo m sin cambiar la posicién del disco

Mt 1 Q2
] A

A

N
|~
|
l
&
] ~
1% &
|
Q= ———
[ | Ve O ar+i m+l,} At X
6)

Fig. 2-5. Transicién del grafo m al grafo (m-1)

m + 1. Por tanto, el grafo para m 4- 1 discos (fig. 2-5,b) constari de tres gra-
fos m designados por cifras (encesradas en circulos) /, 2 y 3 que significan
el nimero de la estaca en la que se halla el disco m + 1. S6la gquedan por
aclarar las transiciones de un grafo m a ofro que corresponden a? desplaza-
miento del disco m 4 1.

Unicamente puede pasarse el disco m -1 a una estaca libre y esto sélo
es posible en caso de que en una de ellas estén colocados todos los discos me-
nores m. Segin eslo, en la figura 2-5, b, se muestran las transiciones posibles
del disco m 4 1 designadas por las cifras 1, 2 y 8 que denotan el nimero de la
estaca en la que se hallan los m discos menores.

El diagrama mostrado en la figura 2-5, 4 da el principio general de transi-
cidn del graifo m al grafo m <4 1. En la figura 2-4,5 y ¢ se brindan los gra-
fos de las transiciones para dos y tres discos.

Pasemos al problema de hallar en el grafo el camino minimo
que une el vértice inicial con el final. Por cuanto los grafos consi-
derados son relalivamente sencillos, no es dificil hallar el camino
minimo simplemente seleccionando los caminos posibles. No obs-
tante, debe hallarse un método sistematico para los grafos compli-
cados.
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La regla general para hallar el camino minimo en un grafo
consiste en afribuir a cada vértice x; un indice %; igual al largo
del camino minimo desde el vértice dado hasta el vértice final. La
asignacién de los indices a los vértices en el caso del grafo con
aristas de largo unitario se realiza en: el orden siguiente:

1) se atribuye el indice 0 al vértice final x,;

2) se asigna el indice 1 a todos los vérlices desde los cuales
va la arista hasta el vértice final;

3) se atribuye el indice A, 4+ 1 a todos los vértices que afin no
tienen indices y desde los cuales la arista va hasta el vértice con
el indice X;. Se continfia este proceso hasta que no se marque el
vértice inicial. Al terminar de marcar, el indice del vértice inicial
sera igual al largo del camino minimo. Hallaremos el mismo ca-
mino minimo si vamos a movernos desde el vértice inicial en la
direccién en que disminuyen los indices.

En la figura 2-4, ¢ se muestra un ejemplo de marcado y deter-
minaci6n del camino minimo para m = 3.

Sefialemos que el método descrito para determinar el camino
minimo es un caso particular de bGsqueda de la solucién optima
por el método de programacion dinamica. Por eso, después de
estudiar la programacién dinidmica sera conveniente volver a exa-
minar dicho ejemplo.

¢) Biisqueda del camino minimo en un grafo
con aristas de largo arbitrario

La tarea de atribuir indices numéricos a los vértices del grafo
se dificulta si las aristas del grafo tienen un largo arbitrario. La
dificultad se debe a que en un grafo complejo el camino que pasa
por el nimero menor de vértices, tiene con frecuencia mayor largo
que algunos caminos de rodeo. Asi pues, en el grafo de la ?i-
gura 2-6 que representa un mapa de carreleras el camino directo
del vértice marcado con un asterisco’al vértice final tiene el largo
! = 12, mieniras que el camino indirecto a través del vértice mar-
cado con un tridngulo tiene el largo | = 10.

El proceso de asignacién de indices a los grafos de este tipo
consiste en lo siguiente:

1. Cada vértice x; se marca con el indice A;. Inicialmente se
atribuye el indice Aq = 0 al vérlice final x,. Para los demés vérti-
ces suponemos previamenie que A; = co (i 5= 0).

2. Buscamos un arco (x; x;) lal que para el Aj— ki >
= [(x;, X;) y sustituimos el indice 3; por el indice A} = A; 4
+ [{xs, %;) << A;. Continuamos esle proceso de sustitucion de los
indices mientras quede un arco siquiera para el cual se pueda dis-
minuir A;.

Apunfemos una propiedad importante que van a poseer los in-
dices atribuidos a los vértices. Sea x, un vértice arbitrario. Du-
rante el proceso de asignhacién de indices considerado, el indice Ap
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disminuye monétonamente. Sea x, el dliimo vértice que sirve para
su disminucién. Entonces Ay = Ay + ! (x,, x5). Por tanto, para el
vértice arbitrario x, con indice 4, se encuenira el vértice x; unido
a xp mediante una arista {al que Ap — Ay = I(xg, xp).

Esta propiedad permile formular la siguiente regla para hallar
el camino minimo.

Sea x,==a el vértice inicial con el indice x,. Hallemos el
vértice x,, tal que X, — A, =1(x,, x,). Hallemos después el vér-
tice x,, tal que A, — A, =/[(x,, x,), etc., hasta que no llegue-
mos at vértice final xp,, =x;=<6. El camino Re==(Zn, Xp s -ovs Xpy. %)
de largo A, es el camino més corto.

Fig. 2-6. Mapa de carreteras

Para la demosiracién examinaremos un camino arbitrario de
aa b p=/(x, Xep o oen Xa, %). Su largo serd {(n). Conforme a
la regla de ordenacién de los indices se cumplirén las siguientes
desiguaidades:

R — A, < (x4, x2.);

Ae, — ha, < LXey, Xi,); (2-11)

M, — O (%, %),
Sumando miembro a miembro estas desigualdades encontramos
que para cualquier camino n se cumple

by =01 (). o (212
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Como que para el camino we se satisface la condicién A, =
—= I{uo) éste es minimo. |

El método de bhisqueda del camino mas corto estd ilustrado
mediante el ejemplo del mapa de carreteras representado en forma
de grafo en la Egu‘ra 2-6. Las cifras en las aristas sefialan. el
tiempo de viaje por cada una de las carreteras. Los indices de los
vértices muestran el tiempo de viaje desde el vértice dado hasta el
vertice final.

d) Construccion del grafo de largo minimo

Tiene gran importancia practica el siguiente problema que pucde
eriunciarse como ¢l problema del trazado de carreferas. Hay varias
ciudades a, b, ¢ ..., que es necesario comunicar entre si medianie
una red de carreteras. Para cada par de ciudades (x, y) se conoce
el costo de construccidn {(x, y) de la carretera que las une.

El problema consiste en construir la mas bharata de las redes
de carreleras posibles. En fugar de la red de carreteras puede con-
siderarse la de lineas de transporte de energia eléctrica, la de
oleoductos, elc. Denominando largo de la arisla (x, ) a la magni-
tud I(x, y) en el grafo que representa la red de carreteras, llega-
mos al problema de la construccién del grafo de largo minimo.
Por eso, en lo adelanié vamos a considerar el largo de las aristas
del grafo en vez del costo de las carreteras.

Si existen sélo tres vértices a, b, ¢ es suficiente construir uno
de los circuitos de unidn abe, ach y bac, por cierto, si bc es la
arista més larga entonces hay que excluir precisamente la misma
construyendo el circuito bac. :

El grafo de largo minimo es siempre un arbol ya que si contu-
viera un ciclo podria eliminarse una de las aristas de éste y los
vértices quedarfan unidos todavia. Por consiguiente, para unir n
vértices hay que construir n — | aristas.

Mostremos que puede construirse el grafo de largo minimo
empieando la regla siguiente. Ante todo unimos dos vértices con la
arista de unién mas corta w,. En cada uno de los pasos siguientes
afadimos la arista més corta de las aristas u; que no forma nin-
gin ciclo al unirse a las aristas ya existentes. Si hay varias aristas
de igual largo elegimos cualquiera de ellas. Vamos a denominar
drbol econtmico a cada 4rbol Q construido de esta manera. Su
largo es igual a la suma de las aristas por separado:

FQ=lw)+ ... +1u,). (2-13)

Mostremos que ningin otro arbol que une los mismos vértices
puede tener un largo menor que el del arbol econdmico Q. Sea P
el arbol de largo minimo que une los vértices considerados y Q
coalquier 4rbol econémico. Supongamos que las aristas w;, us, ...
tv., Up. esldn numeradas en el mismo orden en el cual se unieron
para construir Q, es decir, satisfacen la condicion I(m.) << {(tn4i).
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Si el darbol P no coincide con el Q, este tltimo tiene por lo menos
una arista que no pertenece a P. Sea u; =(a, &) la primera de
estas aristas y L(a, b) el circuito del grafo P que une los vérti-
ces ¢ y b, como lo muestra por ejemplo la figura 2-7. Si afadimos
a P la arista #; obtenemos un ciclo, y como Q no tiene ciclos, debe
formar parte de éste por lo menos una arista no perteneciente a Q.
Sea ésta uf. Eliminandola, obienemos el drbol P’ con el mismo
nimero de vertices que P, cuyo largo es:

HP)y=1(P)+1 () — 1 (u)). (2-14)

Como que el grafo P tiene el largo minimo
L) =1 {u)). (2-15)
Pero u; era la arisfa de Jargo minimo con la que no se obtienen
cicios al afiadirla a las aristas uy, uy, ..., 4;—;. Como que al adi-

Fig. 2-7. Para la construccién del érbol de largo minimo

cionar u; a dichas aristas, tampoco se origina algin ciclo, en-
fonces

! () =1 (u1) (2-16)
y, por lo tanto, P’ tiene targo minimo al igual que P. Sin embargo,
P’ tiene una arista comin més que P con el arbol econémico Q.
Repitiendo varias veces esta operacion obtendremos el arbol de

largo minimo que coincide con Q. Por consiguiente, Q es el arbol
de largo minimo.

2-3. REDES DE TRANSPORTE

a) Conceptos fundamentales

Se denomina red de transporte el grafo finito sin lazos en el
cual:

1) existe un y sélo un vértice x tal que I''xo = & (este vér-
tice se llama enirada de la red);

2) existe un y sélo un vértice z tal que 'z = & (este vértice
se denomina salida de la red);

3) a cada arco del grafo u se refiere un numero entero ¢(u)
llamado capacidad de paso del arco u,
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El concepto de flujo esld muy vinculado al de la red de trans-
porte. Sea x un vértice arbitrario. Designemos por Uy el conjunto
de los arcos que enlran en Xx, y por U¥ el conjunto de los que

+2 ! +2

A
AT B
o’ 7 i +4
&

B

.z'
36‘-7-'3 //f

Fig. 2-8. Distribucién de flujos en la
red de transporte

salen de x. Se denomina flujo por la red de transporte la funcién
o(u) que satisface las condiciones

o<pu<c), usl; (2-17}
S oew— 2 e=0; x7Ex XFE2 (2-18)
REU; pEUy

La funcién @(#) puede considerarse como la canlidad de ma-
teria que pasa (en la unidad de tiempo) por el arco u =(x, y) de
% a y. Segan.la condicién (2-17) esta cantidad no puede exceder
de la capacidad de paso del arco ¢(«). De acuerdo con la condi-
cién (2-18) en cada vértice x distinto de la entrada xo y de la
salida z, la cantidad de materia que llega es igual a la que sale.
Por lo tanto, ésta no puede acumularse en ningin vértice de la
red de transporte exceptio la entrada y salida. Esto significa que
el flujo saliente del vértice de entrada xp es exactamente igual al
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entrante en el vértice de salida 2

2 = Y e=q, (2-19)

weut vl
il

La magnilud ¢(2) se denomina magnitud del flujo de la red de
transporte.

En la figura 2-8 se ofrece un ejemplo de la red de transporte.
Las cifras en las discontinuidades de los arcos sefialan la capaci-
dad de paso del arco. Las flechas indican la direccion de los flujos
y las cifras junlo a las flechas, la magnitud del mismo. Muchos
problemas que surgen duranie la planificacién de suministros,
distribucién de mercancias entre consumidores, eic., se reducen al
andlisis de redes de transporte.

Para investigar la distribucién del flujo en la red de transporie
conviene introducir el concepto de corte de dicha red. Sea A = X
cierto conjunto que salisface las condiciones

neEd zeE A (2-20)

Designemos, respectivamente, por Uz y U} los conjuntos de
arcos que entran en A y salen de .2}1) Llamaremos corie A de la red
de transporle al total de los arcos Us=U7 JUZL. En la ligura 2-8
se muestra un ejemplo de corle.

Por cuanto cada particula de materia que se mueve de xg a 2
pasa obligatoriamente por algfin arco del corle, el flujo total a tra-
vés de éste serd igual a la nmagnitud del flujo de la red de frans-
porte, es decir, para coalquier corte A, se cumple la-relacion

Q.= 2, quw— 2, ¢fuh (2-21)

- +
“EUA_ wely

Denominaremos capacidad de paso del corte A a la suma de
las capacidades de paso de los arcos que entran en csfe corie:

c(A)= 2, clw. (2-22)

ut‘.'.b':"
Ya que en cualquier arco ocurre que q{u) << c(u), de (2-21) y

(2-22) se deduce que
P << e(A). (2-28)

b) Problema del flujo maximo

El problema del flujo méaximo en una red de transporte se enun-
cia del modo siguiente. Estando dada la configuracién de la red
de transporte y siendo conocida la capacidad de paso de los arcos,
hallar 1a magnitud maxima del flujo que puede dejar pasar dicha
red asi como la distribucién de esle ﬁujo en los arcos de la red.
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Lema. Si para cierfa magnitud del.flujo de la red de {ransporfe
@:. y clerto corie V se cumple que ¢, = c(V), el flujo . es el
mayor y el corle V {iene o menor capacidad de paso.

Demostracion. Como se mosird, la magnitud del flujo ¢, para
cualqiier corte A debe satisfacer la relacion (2-23). Designemos
por V el corte con la capacidad de paso minima:

c{V)y= min ¢ {A). (2-24})

Como 1a magnitud del flujo ¢, es la misma para cualquier corte
de la red de transporte, el aumento de la magnitud de dicho flujo
s6lo es posible hasta que ésle alcance el valor c{V). Por consi-
guiente, la magnitud del flujo

g =c (V) (2-25)

determina el flujo maximo de la red de lransporle.

Sin embargo, el lema dado no ofrece todavia un mélodo para
determinar en la practica et flujo maximo. Para formular tal mé-
todo, inlroduzcamos algunas definiciones auxiliares.

Llamaremos salurado al arco u, cuando ¢ {(u)= ¢ (4). Denomi-
naremos complefo el flujo ¢, si cada camino de x; a z contiene
por lo menos un arco saturado.

Para una red de transporte dada, el flujo completo no es una
magnitud rigurosamente determinada y depende de la direccidn
de los flujos en los diferentes arcos. Asi pues, en la figura 2.8,
ay ¢ se brindan dos distribuciones distintas del flujo por Ia misma
red de transporie. Los arcos saturados estan irazados con lineas
gruesas. En ambos casos los flujos son completos aunque sus
magnitudes son diferentes.

El algoritmo para hallar e} flujo méaximo, propuesto por Ford
y Falkerson, consiste en el aumento paulatino del flujo g hasta
que éste llegue a ser méaximo. En dicho caso se supone que las
capacidades de paso de los arcos c(u) son nimeros enteros, de
mode que los flujos en los arcos van a expresarse también con
nfimeros enteros. La blisqueda del flujo completo se realiza en dos
etapas.

|. Bisqueda del flujo complefo. Sea @{r) cierta distribucién
del flujo en los arcos de la red de transporte. Busquemos el cami-
no u de xo a z todos los arcos del cual no estdn saturados y supon-
gamos que

e+ 1 para ey

@ (1) para u & p. %26)

¢ (ﬂ}={

Entonces el flujo ¢. cambia hasta la magnilud ¢,=0,+ 1 > ¢,.
De este modo efectuamos el aumento paulatino de ¢, hasta que
éste no se vuelva complelo,
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Ejemplo 2-3. Hallemos el flujb completo en la red de transporie (véase
la fig. 2-8, )., Exawmincmos consecutivamente los caminos siguientes, marcando
cen lineas gruesas los arcos saturados:

B = (X9, Xy, X2, 2), @) == 1, se satura el arco (xq, x1};

Mz = (Xo, Xz, X4, X3,2), @(Kz) = 1, se saluran los arcos (x; xa) y (¥3, 2);

Pa == (Xo, Xz, X, 2); para saturar este camino puede tomarse q(us) =2y
se satura el arco {xa, x:).

Es Técil ver que no hay mds caminos de %, a z que contengan arcos no sa-
turados. Por io tanto, el fiujo completo es

=0 (11} + 9 (Ka) + @ (ns) = 4.

2. Biasqueda del flujo mdximo. Sea ¢, el flujo completo y
p(x, 4), el flujo en el arco u = (x, ), dirigido del vértice x al vér-
tice . El proceso de incremento de ¢, consiste en marcar los vérti-
ces del grafo con indices que sefialen el camino en el cual es po-
sible aumentar el flujo. Todos los vértices del grafo deben ser
numerados previamente.

Marcamos x, con el indice 0. Si x; es un vértice ya numerado,
marcamos con el indice 4 { todos los vértices no marcados, en los
cuales van saliendo de x; los arcos no saturados, o sea, los vértices
y para los que

(v, U ¥y gx, v) <elx, y), (2-27)

Y con el indice —i todos [os vértices no marcados de los cuales
os arcos van al vértice x;, es decir, los vértices y para los cuales

(g, x)=U vy @ly, x;) >0. (2-28)

Si en este proceso resulta marcado el vértice 2, entre los vér-
tices xo y 2 habra un circuitol todos los vértices del cual son dis-
tintos y (con una exactitud de un signo) estan marcados con los
niimeros de los vértices precedentes. Aumentamos el flujo de todas
las aristas de este circuilo en una unidad en el sentido de x, a 2,

es decir, suponemos que \

¢ (W) =g (u), siuesp;

Y=g +1, siusp
y al maverse de xo a 2, el arco u pasa en la direccién de su orien-
tacion;

o (=g —1, siuesp

y al moverse de xo a z el arco « pasa en la direccién opuesta a su
orientacion.

Como resultado de este proceso se obtiene un nuevo [lujo por
la red @,=q, - 1, 0 sea, crece la magnitud del flujo. Después se
repite el proceso.

Si es imposible aumentar cierto flujo @) por el método descrito,
es decir, si resulta imposible inarcar el vértice 2z, entonces @2 con-
stituye el flujo maximo de la red. En efecto, sea V el conjunto de
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los vértices no marcados que incluyen también el vértice z. Por lo
tanto, V es un corfe y precisamente aquel gue no tiene arcos de
salida (en caso contrario algunos vértices de este corte estarian
marcados con indices -negalivos), y todos los arcos de entrada,

saturados: .
Uy =Uy; Uy =3,
vl Ur=gs } (2-29)
@ (u = ¢ (u) para us=Uy.
Siendo
@= Y ow— X o= X c@—0=c(V). (2-30)

usUy usUF usUy

Segtin el lema demostrado anteriormente @ es el flujo mayor,
y V el corte con }a menor capacidad de trafico.

Ejemplo 2-4, En la figura 2-8, & se muesira cémo se han marcado los in-
dices dc los vértices de la red de transporie. El vértice x resulté marcado con
el indice +4. La secuencia de los indices 44, —3, 42, 40, determina el circuito
W = (Xp, Xz, X3, X1,2), cuyo {lujo de xy a z hay que aumentar en una unidad.
Esto conduce a la distribucién del {lujo mostrada cn la figura 2-8, b. Repitiendo
el proceso de marcado de los indices en este dibujo, hallamos el circuito p =
= (%o, X2, X1, X3, X1, 2Z) cuyo flujo también debe aumentarse en una unidad. La
distribucién, resultanle del [lujo se muestra en la figura 2-8 ¢. Al marcar los
indices en este dibujo quedan sin marcar Jos vértices x; y 2.

Por tanto, 1a distribucién del flujo obtenida garantiza el fluje méximo qmg
en la red de transporte considerada, y el conjunio V == {x, z} determina el cor-
te con la capacidad de trafico minima, La magnitud del flujo c,og se hatla de-
terminando la capacidad de trafico del corte: V:

@ =1c (%, %) + & (%3, X)) F ¢ (x5, 2) =3+ 1 +2=6

Se puede aumentar el flujo miximo de la red de transporte anmentando fa
capacidad de tralico de cualquiera de los arcos incluidos en el cote V.

¢) Problema de transporte

A la par con el problema de la béisqueda del flujo méaximo,
tiene gran importancia prictica el problema de la distribucién més
econémica del flujo en los arcos de la red de transporte que recibié
la denominacién de problema de trasporte. Por cuanto en muchos
casos la red de transporte constituye ei esquema de organizacién
de traslados de algunas cargas, la resolucién del problema de
transporte permite determinar el plan de traslados més racional,
es decir, 1a distribucién de las rutas que garantice, por ejemplo,
el costo minimo de los traslados o de la entrega de las cargas al
consumidor en un tiempo minimo. El primer problema recibié el
nombre de problema de transporte segiin el criterio del costo y el
segundo, de problema de transporte segiin el criterio del tiempo.

Para facilitar la exposicién ulterior, designemos: ciy=2¢(xy, X3),
la capacidad de trafico del arco (xi, x;) y diy =d (x4, X;), el costo
de paso de la unidad de flujo por el arco (s X;).
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Ll problema de transporte segin el criterio del costo se puede
enunciar en términos de la teoria de los grafos del modo siguiente.

Estan dados la red de trahsporte con el flizjo maximo o) y el
flujo ¢, << @) que debe pasar por esta red de transporte. Se re-
quiere hallar la disiribucién del flujo @, por los arcos de la red
de transporte que asegure el costo minimo del paso del flujo. Con
esto, para cada arco debe cumplirse la relacién ¢ (x;, x;) << ¢4y, y €l
costo del paso del flujo q(xy, x;) por el arco (x;, x;) debe ser igual
a diyq(xq, X;).

Para resolver este problema vamos a considerar las magnitu-
des d;; como largos de los arcos respectivos, En esle caso el costo
del paso del flujo ¢ por cierto camino p desde x, hasla z sera
igual al producto del largo de dicho camino por la magnitud de!
flujo @ y el problema de la minimizacién del costo del paso del
flujo se reduce a la solucién del problema anteriormente esludiado
de la busqueda del camino minimo en el grafo de x, a 2. En el
caso en que no haya limilaciones en cuanlo a la capacidad de
trafico de los arcos, el camino minimo es el que garantiza el costo
minimo del paso del flujo.

Al existir limitaciones de capacidad de trafico de los arcos el
problema se resuelve en varias etapas hallando los flujos par-
ciales en cada etapa. El método general de resolucién del problema
consiste en lo siguiente.

En el grafo Gy = (X,T) que representa la red de transporte
con largos de arcos dg; = [(x;, %;) se halla el camino minimo p,
de xg a 2. Sea ¢, la capacidad de trafico del camine . Por este

camino se conduce el flujo
_{%Smim
=, sig.> €.

(2-31)

Si @, << ¢y, el problema estéd resuelto y p; es el camino mas
econémico para el flujo ¢,.

Si @, > ¢, entonces consideramos a ¢, como flujo parcial y pa-
samos al grafo G, que se obtiene del grifo G, sustituyendo las

. e r s
capacidades de trafico de los arcos ¢ por ¢f; de la relacién
v Cij==C) para ue g,
Cyp ==
€y para uesp,.

Por cierto, se excluyen del anilisis los arcos en los cuales
¢;,;==0. El flujo cuya distribucién se busca en el grafo G, se
toma igual a

(2-32)

=0, ~ 9. (2-33)

Ahora surge el problema inicial de buscar la distribucién mas
economica del flujo @ perc ya con respecto al grafo G,. Su reso-

lucién da el camino pg con la capacidad de trafico ¢ a través de)
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cual se hace pasar el flujo parcial

9, Sl <oy
P2 { ey SiQL>c, (2-34)

Si @, <C¢, el problema esta resueito y la distribucidn de flujos
mas ccondmica en el grafo G, sera el paso del flujo g, por el ca-
mino p, y del flujo ¢; por el camino pa.

Si @, > ¢,hay que recurrir a un nuevo graio G; y hallar un
nuevo ilujo parcial gs. Este proceso se repite hasta que la suma
de los flujos parciales alcance el valor .. Eslos flujos parciales
conducidos por el grafo Gy proporcionan, en efecio, la distribucién
mas econdémica del flujo @..

Para ilustrar el mélodo descrito, examinaremos la variante mas
difundida del problema de lransporte segiin el criterio del costo.

En las estaciones x, .... Xm
hay una carga semejante en can- Tabla 2-f
tidades a, ..., am- Serequiere con- Problema de transporie
ducirla en cantidades &, ..., b, a
las estaciones yy, ..., #. Se supo- 5,
ne que la cantidad total de carga a;
requerida es igual a tas reservas b, | b,
existentes:

m r ay dyy S dy,
3 a,—=Z_,‘Ib;. (2-35) T l

Im=]

El costo del traslado de la car-
pa de la estacion x; a la y; es
ignal a d;;. Se necesita hallar las
rutas mas econdmicas para transportar las cargas. Es cémodo
anotar los datos iniciales en forma de la fabla 2-1.

La red de transporté correspondiente a este problema se cons-
tfruye del modo siguiente. La entrada xo se une a cada uno de los
vértices. x; mediante un arco con capacidad de trafico c(xp, X;) =a;.
Cada uno de los vértices y; se une a la salida z por medio de un
arco con capacidad de trafico c(yj;, 2)= b;. El costo de paso del
flujo por los arcos (xo, ;) e (45, 2) se considera igual a cero. Fi-
nalmente, cada vértice x; se une con cada vértice y; mediante un
arco de capacidad de trafico infinita. El costo de paso por éste de
la unidad de flujo es igual a dy;. Mas adelante se aplica a esta
red de transporte el método ya estudiado,

Ejemplo 2-5. Hallar las rulas mas econdémicas para el problema de trans-
porte planteado en la itabla 2-2. Esta tabla corresponde al esquema de los ca-
minos que comunican las fabricas productoras de piezas de construecidn con
los consumidores de dichas piezas (obras), mosirado en la figura 2-9. En la

figura 2-10 se ofrece la red de transporte correspondiente a los datos de la
{abla 2-2.

am dmy e o | dme
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Utilizando el mélodo descrito mds arriba hallamos los flujos parciales y
las rutas enumerados en la tabla 2-3 en el orden de su obtencidn. El plan de
transporte correspondienie a esta labla se muestra asimismo en el esquema de
caminos.

No es dificil ver que en el caso general el costo de traslado de
las cargas por la red de transporte del tipo considerado se deter-
mina mediante la expresién

Tabla 2-2
Datos iniciales del problema L o
de transporie IZ] f ;d”q} (x1, y):  (2-86)
b - :
” I Por consiguiente, el método ana-
$ i i = 5 lizado para resolver el problema

de transporte, brinda en esencia la
forma de hallar las magnitudes de
10 1 8 3 5 2 los flujos parciales @(x;, ¥;) que
minimizan la suma indicada. El
método de resolucién examinado
25 ; 9 4 3 no es tnico. Encontraremas proble-
mas similares en la seccidn dedi-
cada a la programacién lineal
donde se mostrarian otros métodos para resolver problemas ana-
logos.

gArlali(:emc's la resolucion del problema de transporte por el cri-
terio def tiempo mediante el ejemplo de red de transporte dada en

Fig. 2-9. Esquema de los caminos

la tabla 2-2 en la que inlerpretaremos ahora las magnitudes dy;
como el tiempo requerido para trasladar la carga del punto x; al
punto y; if las designaremos por f;;. Es posible conirontar proble-
mas similares sobre el transporle de productos de facil detferioro,
el envio de medios de auxilio a regiones de cataclismos, el acarreo
de granos de la nueva cosecha a los puntos de acopio, etc. En to-
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Tabla 2-3

Distribucién de los flujos parclales en el
problema de transporte por el criterio de costo

Fluj i
k ( ,,‘:f“,’;‘ ) parclal dy e
7 Py d”wk
]
1 (*3. 1) 5 | 5
2 (%2, ¥2) 10 ] 10
3 (x4, ¥4) 10 2 20
4 (3. #4) 5 3 15
5 (%3, yy) 15 4 60
6 (x2, ¥3) 5 6 30
- — 50 — 140

das estas tareas es necesario trasladar todas las cargas a los lu-
gares de destino en el més breve intervalo de tiempo.

Fig. 2-10. Solucién del problema de transporie por el criterio de costo

Examinemos el método general de resolucién de este problema.
Supongamos que de cualquier modo se ha encontrado cierta distri-
bucién del flujo ¢, en el grafo G que representa la red de trans-
porte considerada. Separemos del grafo G el grafo parcial G’ en el
cual solo incluimos los arcos que participan en la transmisién del
flujo @.. Sea p cierto camino que conduce de xp a 2 y {,, el tiempo
de paso del ﬁujo por este camino. Evidentemente, el tiempo ne-
cesario. para trasladar todas las cargas de xo a 2 va a determi-
narse por el camino que tiene la mayor duracién de paso del flujo
ya que el traslado de las cargas por los demds caminos terminara
antes. Por lo tanto, el tiempo T, requerido para el transporte de
todas las cargas serd igual a:

T == MAax fu. (2-37)
[TE=3ry
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La resolucion del problema de transporte por el criterio del
tiempo se reduce, de esta manera, a separar del grafo G, el grafo
parcial G’ que sea capaz de dejar pasar fodo el flujo @, y en el
cual la duracién del camino mas prolongado sea minima en com-
paracién con todos los demas grafos similares. Por cierto, la so-
lucién hallada por el criterio del costo anies descrito, que mini-
miza la magnitud definida por la expresion (2-36), al mismo
tiempo puede ser no la mejor desde el punto de vista del criterio
del tiempo.

La solucién de la larea planteada se reduce al mejoramiento
consecutivo del grafo G’, eliminando del mismo los caminos més
prolongados e introduciendo los mas cortos pero que no se han
ulilizado anles, y redistribuyendo correspondientemente el {lujo ¢..

Sirvamonos del ejemplo exaininado. Tomemos a modo de primera aproxi-
macién a la solucidn éptima, la solucidn oblenida basindose en el criterio del

Fig. 2-11. Solucién del problema de {ransporte por el criterio de tiempo

costo. La distribucion de los flujos para este caso se muesira en la figura 2-10,
En esta figura vemos gue ¢l tiempo de paso del flujo por la ruta mas prolon-
gada (xa, ys) es igual a 6.

Sin embargo, quedaron sin ufilizar las rutas menos largas (xy, 2}, (%,
#1), (X1, ys). Por eso puede ser que el empleo de cualquiera de estas rutas per-
mita excluir la ruta (X2, i3).

Construyamos el grafo parcial G en el cual sélo incluimos los arcos del
grafo G que tienen #,, << 6 y en el cual queds la misma distribucién del flujo
que en el grafo G. El grafo G’ se muestra en la figura 2-11 donde, por conve-
niencia, los vérlices y, estan designados por Xm+j = Xa4s El flujo ¢, a tra-
vés de este grafo es igual a 45 unidades, o sca, menos yue el flujo inicial ¢, =
= 50 unidades. Este flujo es completo ya que ¢n el graioc G’ todos los caminos
de xo a 2 tlenen arcos saturados. Sin embargo, puede que éste no sea el ma-
ximo, .

Si ¢ flujo méximo en el grafo G es igual a ., entonces se hallara una
distribucién de este flujo, con Ia cual el camino mas prolongado va a durar un
tiempo fy, << 6 unidades. Por tanto, la solucién ulterior del problema se reduce
a determinar el flujo miximo en ei grafa G".

En la figura 2-11 se ha efectuado la marcacién de los vértices del gralo
G’ en concordancia con la regla del § 2-3. El marcado de los vértices indica
la existencia de un camino (%o, Xa, %4, ¥3, %, 2), en el cual el flujo en la direc-
cién de %o a 2 puede Incrementarse en 5 unidades, Este flujo adicional se mues-
fra con flechas. Como vemos, el flujo maximo en el grafo G’ es ¢, = 50 uni-
dades y la ruta méas prolongada tiene un liempo de 4 unidades. No es posibie
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Tabla 2-4

Distribucién de los fluJos parciales
en e] problema de transporie
por el criterio de tiempo

Ruta pl:lltl-:‘.]izl p:—sllflgs;) I?Jelj-s
(%2, #2) 10 1
(%1 #4) 10 2
(x5, g4) 5 3
(x2! yl.l 5 4
(xa, 43} 20 4
= @ =50 Eax =4

lograr la disminucion ulterior del tiempo de paso del flujo, ya que al vértice
ys(xs) no van rutas con el tiempo menor de 4 unidades,

En la tabia 2-4 se presenta la distribucion definitiva de los Ilu‘os parciales
por Ias rutas que da la solucién del problema de transporte segin e criferio del
tiempo.



Capitulo tercero
ESPACIOS MULTIDIMENSIONALES

3-1. ESPACIOS METRICOS Y DISTANCIAS

a) Concepto de distancia

El estudio de los conjuntos realizado en el capitulo | como re-
unidn de ciertos objetos {iene una aplicacidn limitada, ya que en la
naturaleza lodos los objetos materiales estan en interrelacicn
e interaccién. Por eso, es necesario vincular el concepto de con-
junto con el establecimientc de unas u otras correlaciones entre
sus elementos.

Se dice que un conjunto tiene esfructura si entre los elementos
del conjunto se han establecido determinadas relaciones o con los
mismos se han delinido ciertas operaciones. E! conjunto que posee
estructura se denomina espacio.

Comencemos el estudio de los espacios por el tipo de espacios
mas sencillos llamados espacios métricos, para cuya definicién es
necesario introducir el conceplo de distancia entre los elementos
del conjunto.

El hombre tropieza cada dia con el concepto de distancia rela-
cionando este concepto con la distribucidn espacial de los objetos
e interpretando por distancia la medida del alejamiento de los
objetos, unos de otros. Generalmente la distancia d(M, N) entre los
puntos M y N se mide por el largo del segmenlo que une dichos
puntos (fig. 3-1). Sin embargo, tal distiibucidén de la distancia con

N

L
Fig. 3-1. Representacién del axioma del tridngulo

frecuencia resulta insuficiente. Asi, incluso en usanza, la distancia
entre dos ciudades no se determina wnivocamente (distancia por
ferrocarril, via maritima, fluvial, etc.), En una ciudad dividida en
barrios como se muestra en la figura 3-2, no tiene sentido medir
1a distancia por medio del segmento de recta que une los puntos M
y N ya que sélo es posible trasladarse por las calles.

Por otro lado, frecuentemeénte no relacionamos la palabra ale-
jamiento con el espacio en su sentido habitual, sino que nos refe-
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rimos al alejamiento en el tiempo (en la profunda lejania de los
siglos, efc.) 0 en otro senlido. Si cierto sistema puede fomar su-
cesivamente los estados Ay, As, ..., An, enlonces podemos medir
el alejamiento del estado A, respeclo a A; con el niimero de esta-
dos por los cuajes debe atravesar el sistema para pasar del estado
Aj al A,. Aqui el estado va a ser la medida
del alejamiento, uno del otro, de los esta- .
dos del sistema. Pero si se considera el »
alejamiento como propiedad del estado,
nos vemos obligados a hablar no ya del
espacio tridimensional habitual sino de
algiin otro espacio que se puede denomi- .
nar, por ejemplo, espacio de estados.
En los ejemplos dados se ve que debe 4
existir cierta definicidn general de la dis- i
tancia como medida del alejamiento de los |
objetos y, por consiguiente, también del Fig. 32 Determinacién de
espacio en que existen estos objetos, con |3 gistancia en una ciu-
esto, en distintas situaciones concretas  dad dividida en barrios
dichos conceptos pueden tener diferente
contenido. Por cuanto las reuniones de diversos objefos constituyen
conjuntos, los conceptos de espacio y distancia deben estar vincu-
jados al concepto de conjunto.

L mby

b) Definicion de espacio métrico

Sea X un conjunto arbitrario. El concepto de distancia entre
los elementos de X se obtiene mediante la generalizacion de las
propiedades fundamentales, que pueden esperarse intuitivamente
del concepto de distancia y que pueden entenderse con facilidad al
examinar la figura 3-1.

Relacionemos con cada par de elementos de X cierfo nimero
real no pegalivo d =0, Este nimero se llama distancia o méitrica
en X si para cualesquiera x, y, 2 = X el mismo satisface las tres
condiciones siguientes:

" ld) d(x, y)= 0 cuando, y sélo cuando x = y (axioma de iden-
tidad);

2) d{x,y)=d(y, x) (axioma de simelria),

3) para cualquier iriada x, y, 2= X se cumple d(x, y) <
= d{(x,2)4+ d(z,y) (axioma del triangulo).

Se llama espacio métrico al par (X, d), es decir, al conjunto X
con la métrica d definida en éste. Los elementos del conjunto X
se dendminan puntos del espacio métrico (X, d).

De la definicién dada se deduce que el conjunto X sélo se
transforma en espacio métrico cuando se ha introducido en €1 la
métrica correspondiente d(x,y). Si en un mismp conjunto X se
infroducen distintas métricas, se obtienen asimismo distintos espa-
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cios. Asi pues, los espacios represenfados en las figuras 3-1 y 3-2,
tienen en calidad de elementos conjunto de puntos de un plano,
pero poseen distintas metricas.

c) Ejemplos de espacios métricos

1. Sean x, y elementos cualesquiera del conjunto R de los ni-
meros reales. El conjunto R puede transformarse en espacio métri-
co si se determina la distancia entre x e y por la [6rmula

dix, p)=|x—yl (3-1)

Precisamente por esla férmula se halla la distancia enlre los
puntos del eje real que constiluye uno de los mas sencillos ejem-
plos del espacio métrico.

2) Examinemos el conjunfo R" cuyos elementos son las n-es
ordenadas de los niwmneros reales del tipo x = (%, ..., X»), y ==
= (Y4, .-+, Yn) .. El conjunto R" puede transiormarse en espacio
melrico por distintos métodos.

La distancia entre los puntos x e y se define muy irecuente-
menle por la formula

n 'fa
dy (x, yl={lex;—y;F} . (3-2)

En el caso de n = 2, 3 esta definicién coincide con el concepto
habitual de distancia. Las propiedades 1, 2 y 3 para esta distancia
son evidentes al examinar la figura 3-1.
© La métrica da(x, ) se denomina euclidea y el espacio R™ con
tal métrica se llama euclideo?r se designa por En. :

3. Para el conjunto R» la dislancia puede determinarse por
otros métodos, por ejemplo asi:

d, (x, y1=?;tlx¢ — i (3-3)
0 bien
d tx, py=max(|x, =g, ..., | Xy —ya 1) 13-4)

Es facil ver que las méiricas ds, d), dw son casos particulares
de la métrica

i e
d,(x, y')m{z | — ID}

=1

y se oblienen, respectivamente, con p == 2, p== 1 y p = oo,
Las propiedades 1 y 2 son evidentes para las métricas (3-3)
y (8-4). Para demostrar la propiedad 3 introduzcamos un punto
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més 2 =1(2, ..., z,)e= R*, Para la distancia d,(x, y) tenemos:
dy (x, y1=§lhx;—ze+21—ya1é

<ElIm—zltlz—ph=de 2+dG ).

Para la distancia d<(x,y) la propiedad 3 se comprueba del
modo siguiente. Supongamos que |xx — yx| es la mayor de las
diferencias correspondientes de los puntos x e y. Entonces

d (x,y)=ltxs—y|=1 X — 2p 4+ 2x — vl <lxe—2zpl+12s— ya )
Es evidente que '

lxp—zpl<max(lyy —2z | ..o | X — 2, 1) =d (%, 2%
|2y —ye lssméax(lz, —y | --n.|3n_‘!}m|)=dm{z i)
Luego,

d.(x, ) <d_(x, 2)+d (2 9

4, Examinemos un conjunto de funciones del tiempo de lode
género posible continuas en el intervalo a << { << b. Sean x(f)
e y(t) dos de estas funciones. L.a distancia entre ellas puede de-
tertninarse mediante la relacién

dix, y)= ui“f'éﬂ x(t) — gy ()], (3-5)

que, como es ficil comprobar, salisface todas las propiedades de
la métrica. El espacio con esta métrica se designa por Cia,y.

Para ilustrar las posibilidades de utilizar en la préctica los
conceplos introducidos conviene detenerse en un espacio suma-
mente importante en cibernética que se denomina espacio de men-
sajes.

3-2. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS SENALES
Y MENSAIJES

a) Espacio de mensajes

Como hemos visto en la Introduccion, los mensajes se trans-
miten por canales de comunicacién con ayuda de cierto alfabeto %,
que consta de un niimero {inito de simbolos. Los mensajes consti-
tuyen distintas secuencias de simbolos del alfabeto. El nimero de
simbolos en un mensaje se llama largo del mensaje.

Analicemos el caso en que con ayuda del alfabeto %,, que consta
de m simbolos se transmiten mensajes de largo n. Pueden catalo-
garse también aqui los mensajes méas breves si éslos se comple-
mentan hasta el largo n con cierto simbolo determinado, por
ejemplo, con el cero en caso de ulilizarse el alfabeto binarjo. El
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conjunto de todos estos mensajes puede considerarse como espacio
métrico si se introduce el concepto de distancia entre mensajes.

Liamemos distancia d(x,y) entre dos mensajes x e y al ni-
mero de posiciones en las cuales los mensajes x e y tienen diferen-
tes simbolos. El espacio métrico obtenido en este caso se designara
por E{n, U,,) y se llamaré espacio de mensajes.

Ejemplo 3-1. %, es el alfabeto ruso, n =17, ¥ = (Kapmua) Yy = (xop-
sm:aé_ No coinciden la_segunda y cuarta jetras, Lunga dix, y) = 2.

jemplo 8-2. Sea W = W = (0,1} el alfabeto binario, n =10, x=

= 0100111010, gy = 001(]110{][0 No ceinciden el segundo, tercere v sépllmoslg-
nos. Por tanto, d(x, ) = 3.

La definicion dada de la distancia d(x, y), en el espacio de
mensajes, salisface todas las propiedades de la distancia, El axio-
ma de identidad y el de simetria resultan evidentes. Cerciarémonos
de que también se cumple el axioma del tridngulo.

Examinemos tres mensajes x, y, 2 de largo n. Designemos por
X, yn ¥y 2 los simbolos de k-ésima posicidn de estos mensajes.
Naturalmente, si x; = yp e yp = 2», entonces x, = 2, es decir, si
en alguna posicic‘m coinciden los simbolos de los mensajes x, 4,
y de los mensajes y, 2, entonces en dicha posicién coinciden tam-
bién los simbolos de los mensajes x y 2. Por lo tanto, en los men-
sajes x y z solamente pueden haber simbolos que no coinciden en
aquellos lugares donde no coinciden los simbolos bien en los
mensajes X, g, bien en los mensajes y, 2. Pero esto mgmf:ca que el
niimero total de simbolos no coincidentes en los mensajes x y z
no puede sobrepasar la suma de ndmeros de los simbolos no coin-
cidentes en los mensajes x, y e y, 2

En lo sucesivo, con fines de simplicidad y claridad, nos limita-
remos finicamente al andlisis del alfabeto binario 4 = %, = {0, 1}.
Esto puede hacerse sin detrimento de la generalidad de los razo-
namientos ya que los mensajes represenlados por simbolos de un
alfabeto siempre pueden recodificarse como mensajes representa-
dos mediante simbolos de otro alfabeto. Examinemos, por ejemplo,
el alfabeto %,, que coniiene m simbolos. Yuxtapongamos a cada
simbolo un nimero de orden de 0 a m — 1. Si se sustituyen en el
mensaje los simbolos del alfabeto %, por sus nimeros de orden
en el sistema de numeracién binario, obtenemos ia representacidn
del mensaje en el alfabeto binario,

b) Concepto de cédigos estables a las interferencias

En el proceso de transmisién por un canal de comunicacién
puede distorsionarse el mensaje. En el caso del alfabeto binario
la distorsidn consiste en que en el mensaje captado algunas unida-
des resultan cambiadas por ceros y algunos ceros por unidades.
Surge la cueslién de si pueden elaborarse cédigos que permitan
descubrir que en el proceso de la transmisién ocurrié una distor-
sidén o hasta restablecer los valores de los digitos distorsionados.
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Los c6digos que poseen estas propiedades se demominan esfables
a las interferencias. |

Examinemos el caso en que durante el proceso de transmisidn
del mensaje no puede ocurrir una distorsién mayor que en & digi-
tos. En el espacio de los mensajes E{n, ;) separamos el subcon-
junto Hy = E(n, U2) que posee la propiedad de que para x,y = Hs
cualesquiera, se cumple:

dx, y)> & (3-6)

Llamemos al conjunio Hy conjunto de palabras comprensibles.
Aqui el término “palabra” es sindénimo del término “mensaje”.
Entonces cualquier £ e Hy es una palabra incomprensible. Supon-
gamos que al transmitir la palabra e H; ésta se distorsioné y
-convirtié en la palabra x . Como que por hipétesis no pueden ocu-
erir mas de k distorsiones, entonces d(x, ¥') < k y x’ & H;, o sea,
%’ es una palabra incomprensible. Asi pues, la recepcién de una
palabra incomprensible denota que gcurrid una dislorsion en el
proceso de {ransmisién. Los codigos que satisfacen la condicion
(3-6) se denominan cddigos con deteccion de error,

Ejempio 3-3. Separemos del codigo E(3, s#s) el siguiente conjunio de pa-
labras comprensibles que satisfacen la condicidn d(x, y) == 2:

H, = (000, 101, 0L, 110},

La distorsion de cualguiera de los digitos en estas palabras las convierle
en incomprensibles, o sea, permite detectar un error sencillo.

El conjunto H, que forma un cddigo con deteceién de error sencilio en pa-
labras de largo n puede obtenerse del modo sigviente. Examinemos el conjunto
E{n—1, ®), cs decir, el conjunto de palabras de largo i — 1. El conjunio H,
se obtiene afadicndo a dicho conjunto un digito mas cugo valor se elige de
modo que sea par el nimero tolal de unidades en las palabras x = Hy,

Ejemplo 3-4. Para n = 4 {enemos:

E (3, ¥;) == {000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 11},
H, = {0000, 0011, 0101, 1001, 0110, 1010, 1100, 1111}

Es cémodo descubrir la palabra distorsionada con ayuda de la operacidn
de adicion por ¢] mddulo 2 segin las reglas:

0B0=00BI=511R0=1; (Hl=0 (3-7)
Asi pues, en la palabra ¥ = a2 . .. a5 1a magnilud
P=a,Da®...Bean

serd cero o unidad dependiendo de si lienen el valor de la unidad un nimero
par o impar de simbolos de la palabra.

Por cierto

Observemos que el cédigo de cuatro digitos con deteccién de
error que se obtuvo en el ejemplo 3-4, brinda la posibilidad de
componer 2* = 16 palabras diferentes, aunque en calidad de pa-
labras comprensibles, o sea, destinadas a transmitirse por el canal
de comunicacidn, se utilizan solamernie 8. Los cédigos en los que
el nimero de palabras comprensibles es menor que el total de
palabras posibles, recibieron la denominacién de cédigos con re-
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dundancia. La existencia de redundancia es condicién necesaria
para la elaboracién de cédigos estables a las interferencias.

Resulta igualmente posible elaborar cddigos que permifan co-
rregir los errores cometidos. Supongamos nuevamente que en el
proceso de transmision puedan distorsionarse no mas de % digitos
del cédigo. El conjunto de palabras comprensibles Hy = E(n, %)
se elige por 1a condicidn

d(x, y) > 2k (3-8)

para x, y = My cualesquiera.

Consideremos dos palabras cualesquiera x, y & Hu. Suponga-
mos que como resultado de una distorsidn x se convirtié en x'.
Entonces, d(x, x’) =< k. Por la desigualdad del tridngulo obiene-
mos: |

A, y)>dix, ) —dx, ) > 2% —hk=k (3-9)

Consecuentemente,
dix, &)< dx, y). (3.10)

De esta manera, la distancia desde la palabra equivecada ¥
hasta la x que ha sido sometida a dislorsidn, es menor que hasta
cualquier otra palabra comprensible. Hallando la palabra com-
prensible mas cercana a x’, nosotros, de este modo, reslablecemos
el mensaje concreto x. Los codigos que satisfacen la condicién
(3-8) se denominan cédigos con correccién de errores. Las cues-
tiones de la realizacidn practica de los cddigos con correccién de
errores son bastante complejas y se estudian en literatura especia-
lizada.

3-3. ESPACIOS LINEALES NORMADOS

a) Espacio lineal

Al comienzo del capitulo se definid el espacio como conjunto
dotado de upa estructura determinada. Se estudiaron los espacios
méiricos cuya esiructura se determinaba por el hecho de que a
cada par de elementos se atribuia un namero real llamado métrica
que satisfacia delerminadas propiedades. No obstante, la introduc-
cién de la métrica esta lejos de agotar todas las propiedades es-
tructurales de los diversos espacios. En particular, si el conjunto X
consta de nfimeros reales o complejos, se incluyen entre las pro-
piedades estructurales de importancia la posibilidad de obtener
elementos del conjunio a partir de oiros mediante la adicion de
estos elemenlos, o la multiplicacién de un elemento por un escalar.
Los conjuntos que tienen dichas propiedades pertenecen a la clase
de los espacios lineales. Los espacios lineales deben satisfacer las
condiciones siguienies:
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1) para cada par de elementos, x, ¥y & X esta definido univoca-
mente un tercer elemento z &= X que se denomina su suma y se
designa por x + y, siendo que

X 4 y = y 4 x (conmutatividad);

x4+ (y 4+ v) ={(x + y)+ v (asocialividad);

en X hay un elemento 0 tal que x 4- 0 = x para {odas las x&X
(exislencia del cero);

para cada x = X hay un elemento —x tal que x 4 (—x)=10
(existencia del elemento opuesto);

2) para cualquier nfimero o y cualquier elemento x e X estd
determinado el elemento ox & X siendo que

(a+ ) x=ax +fx;
alx + y)=ax+ ay.

Las condiciones 1} y 2) se denominan condiciones de aditivi-
dad v homogeneidad del espacio lineal.

Pueden servir de ejemplos de espacios lineales:

1. Ei conjunto de nimeros reales R con la definicién habitual
de las operaciones de adicién y multiplicacién.

2. El conjunto R, de todas las n-es ordenadas de los nimeros
reales, si las operaciones de adicién y mulijplicacién por un ni-
mero estdn definidas del modo siguiente. Si ¥, yesR®» vy x =
= (X1, ..., %), 4 = (41, ..., ya), enfonces, x -y = (x; 4 y1, ...
e Xn g ax = (o, ..., 2Xa).

Para n = 2 y n = 3 estas operaciones coinciden con las reglas
habituales de operacién con vectores. Se entiende por vector nulo
el vector (0, ..., 0) con componentes iguales a cero.

3. El espacio de las funciones Cia, 5, si para x(f), y({)e Ca 5
cualesquicra se entiende por x(f)+ y(f) 1a suma de los valores
x{{) e y(¢) tomados con los mismos valores de {, y por ax(f) se
comprende una nueva funcién obtenida de x(), multiplicando to-
dos sus valores por a. La funcidn nuta serd f({)= 0 que es idénti-
camente igual a cero en todo el intervalo [a, b1

b) Espacio lineal normado

El espacic lineal sélo recibe su descripcidn definitiva cuando
las propiedades de aditividad y homogeneidad estan complementa-
das por la posibilidad de medir la magnitud de los propios elemen-
tos. Asi pues, no podemos comparar veclores si no convenimes en
qué se comprende por magnitud (largo) del veector. La introduc-
cién en el espacio lineal de los estimados numéricos de las magni-
tudes de los distintos elementos conduce al concepto de espacio
lineal normado denominado a veces espacio de Banach.

El espacio lineal se denomina espacio lineal normado, si para
cada x = X existe un niimero no negativo |Ix|| llamado norma x,
que satisface las condiciones siguientes:
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Il x I = 0 cuando, y sélo cuando x = 0;

lox | = fe| -1l xIl;

lx-Fgll<<lxll4 !yl (desigualdad del triangulo).

No es dificil esiablecer que la magnitud llx — y|| posee todas
las propiedades de la distancia d(x, y) en el espacio métrico.
Efectivamente:

lx—yll =0,sl x—y =0, es decir, si x = y;

teniendo en cuenta que y — x = —(x — y), hallamos:

ly—xll={—1]-lx—gyl=lx—yl
lx—pli=lx—2)+E—plIsix—zl+liz—ygl

Por tanto, el espacio lineal normado es un espacio métrico con
méirica

dx, y)=lx—yl (3-11)

Todos los espacios métricos anteriormente examinados comple-

mentados con las propiedades de aditividad y homogeneidad, se

transforman en espaciod lineales normados, Para dichos espacios
se emplean notaciones especiales, a saher:

1) el espacio C§ o E, con la norma

n fa
lell={‘21|x;P} o [lxll=|x]| para n=1; {3-12)

2) el espacio C{® con la norma

Ixl= 2 | % (3-13)
=
3) el espacio C{™ con la norma
lxl=mix{|x| ..., | %, |} (3-14)

4) el espacio Ciq, p1 de las funciones continuas definidas en el
intervalo [a, b] con la norma

Ifll= max §f(] (3-15)
Paatab

3-4, APLICACION DE LOS ESPACIOS
MULTIDIMENSIONALES EN ALGUNOS PROBLEMAS
DE CIBERNETICA

a) Atenuacién de errores en datos experimentales

Los resullados de las observaciones de cierta magnitud fisica.y
son corrieniemente una secuencia de valores medidos de esta mag-
nitud (x, ..., ¥q) = x, por cierto, los resultados de las mediciones
habilualmente contienen errores provocados por las imperiecciones
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del experimento y la influencia de diversos factores exirafios. La
misma magnitud y puede no permanecer constante sino variar
segin cierta ley. El objetivo del experimenio es establecer el valor
real de la magnitud observada.

La situacién descrita puede representarse en términos de la
teorfa de la transmisién de mensajes si se considera y como cierto
mensaje acerca del valor de la magnitud a medir, sobre el cual se
superponen las distorsiones debidas a las imperfecciones del expe-
rimento. Representando el mensaje transmitido ¢ y el recibido x
en forma de puntos del espacio de mensajes, puede estimarse el
grado de distorsién del mensaje recibido con ayuda del vaior de la
distancia d(x, y) cuyo método de determi-
nacién depende del caracter del experimen-

to realizado. Con mucha frecuencia se uti- P

liza distancia del lipo

d(x, y)=

==+ .. F gl @18 | [T -
con la cual el espacio de mensajes se £
transforma en espacio CY". ) tn

Por lo general, mediante consideracio- . P
nes tedricas, se logra establecer el conjun- r‘g' 3'3';)“?"“'“?‘6" de
to de los mensajes teéricamente posibles Y.  saaal” que  varia linesl-
En este caso debe tomarse como mensaje mente
correcto tal y &= ¥ que sea mas cercano al
mensaje recibido x, es decir, para el cual

d(x, y) = min, (3-17)
o, lo que es a veces més conveniente,
d¥e=(x, y)= thin. (3-18)

El principio de determinacién del mensaje verdadero y por la
formula (3-18) para la distancia del tipo (3-16) se utiliza amplia-
mente con el nombre de méiodo de los cuadrados minimos.

Examinemos a modo de ejemplo el caso de importancia prac-
tica en que la magnitud y varia segfin la ley lineal:

y=at +b. (3-19)
En los momentos f,, ..., {, se miden los valores y» = aty + b,
k=1, ..., n. Los resullados de las mediciones x, ..., x, estan

representados en la figura 3-3.
Tomando en consideracién {3-19) la condicién (3-18) se escribe
en la forma
[

d*(x, y)=F(a, b)=Y, (% — at;, — b)* = min. (8-20)

h=ml
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En esta expresion son ihcdgnitos los pardmetros a v b de la
ley lineal buscada de variacién de la magnitud y. lgualando a cero
las derivadas parciales por a y b de la funcidn F(a, #), obtenemos
dos ecuaciones que contienen ambas incognitas y que después de
simplificarlas adquieren la forma:

ay, t'-;+bE t,c=z fi%ns
k=l k=1 k=1
(3-21)

ﬁé]u—i"nb:Z X

=l

No es dificil determinar en (3-21) los valores de a y b, que nos
interesan.

Otro caso imporiante tiene lugar cuando la magnilud y se
mantiene invariable, es decir,

y = ¢ = const (3-22)

y para su estimacion se han realizado n mediciones independientes
Xy, ..., %u. Teniendo en cuenta (3-16) la condicién (3-18) se
escribe en la forma

d*(x, y)=F (c)= ?‘—': (xp — ¢)?= min. (3-23)

Diferenciando esta expresién por ¢ e igualando a cero, ha-
llamos:

== (3-24)

k=1

El valor ¢ determinado por la férmula (3-24) se denomina me-
dia aritmética de los valores x;, ..., Xn.

Con una definicién distinta de la distancia se obtienen oiras
férmulas para determinar la media. Para mayor comodidad vamos
a considerar que las magnitudes x|, ..., X, esldn dispuestas en
orden creciente de sus valores, Proponemos al lector cerciorarse
or si mismo de que al determinar la dislancia por la férmu-
a (3-3) el valor medio

| X pgt para n impar;
2

{8-25)

= g
i cualquiera de x, , A X, para n par.
L i

5 '2—4'!
A veces para ser mas concrefos para n par se supone que

=3 (g + g el
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Si la dislancia se delermina por la {é6rmula (3-4), la férmula
para la media es:

P "_LgL . (3-27)

b) Problema de identificacién de imdgenes

La rama de la cibernélica que se ocupa de la identificacién de
imagenes tiene como objetivo simular una de las propiedades més
importantes del cerebro humano, la propiedad de identificar los
objetos, fendmenos y situaciones que permiten al hombre orien-
tarse en situaciones ambientales complejas.

Los conceptos fundamentales de la leoria de identificacién son
los de clase e imagen. Los diversos objetos o fendmenos del mundo
real difieren unos de otros por sus propiedades. Al mismo liempo
los distintos objetos y fendmenos tienen asimismo propiedades ge-
nerales que permiten agrupar los objetos en ciertos conjuntos
o clases. Asi pues, los diferentes tipos de automdviles se redinen
en la clase de los automdviles. Las clases pueden scr de diverso
grado de generalidad dependiendo de las propiedades que se les
atribuyen. Asi, la clase de los automoviles es un elemento de la
clase mas amplia de los medios de transporte. De este modo, se
denomina clase un conjunrto de objetos o fendmenos reunidos
segln ciertas propiedades comunes.

En cada situacién concreta es necesario operar con un juego
finito de clases expresadas por el conjunio finito

W={A, B,C, ..., P}

Cada clase incluye en si un conjunto de objetos cuyo nimero
puede ser tan grande como se quiera y cuyas propiedades son su-
mamente variadas. Sin embargo, en 14 practica solo resulta posible
tomar en consideracién un numere limitado, y con {recuencia muy
pequefio, de propiedades diferentes. Llamaremos imagen o modelo
del objeto al nimero total finito de propiedades del objeto, y repre-
sentaremos la imagen en forma del vector de n dimensiones
x ={(x;, ..., ¥a) cuyas componentes caraclerizan cuantitativa-
menie las propiedades de la imagen. Puede servir de ejemplo de
imagen la sefial de television de una folografia dividida en n cel-
das independientes. El total del brillo de luminiscencia de las cel-
das forma un punto en el espacio de n dimensiones constituyendo
la imagen de la folografia.

Puede esperarse (por supuestc, con la condicién de que el total
de los indices caraclerice bastante completamente las propiedades
de los objetos), que la totalidad de los puntos correspondientles
a las distintas im#igenes de una misma clase, va a ocupar en el
espacio de imagenes cierlo dominio que difiere de los dominios
correspondientes a las imagenes de otras clases.
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El problema de identificar las imdgenes puede considerarse
solucionado en principio si en el espacio de imagenes se han hecho
pasar planos que lo dividen en dominios cuyos puntos pertenecen
a imagenes de clases diferentes. Uno de los metodos posibles de
resolucién de este problema es el estudio previo de las propiedades
de las distintas imagenes de los objetos de cada clase.

Supongamos (ue existen sdlo dos clases de objetos 4 y B.
Designemos por A, y By los conjuntos de los modelos de estas
clases previamente estudiados. Las representaciones de dichos mo-
delos en el espacio de imagenes pueden tener el aspecto mostrado
para el caso de dos dimensiones en la figura 3-4, @, donde los pun-
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Fig. 3-4. Division del espacio de modelos en clases

tos correspondientes a los modelos de Ay estan designados por
circulos y de By, por tridngulos.

Sea x la imagen del nuevo objeto a investigar. Se toman como
medida de la cercania de esta imagen a las clases 4 y B las
magnitudes S{x, A) y S(x, B) que representan, por ejemplo, los
cuadrados medios de las distancias del punto x y los puntos co-
rrespondientes a las distintas imagenes de las clases A y B. Asi
pues, si Ag=1lay, ..., am} y By={b;, ..., b} por la iérmu-
la (3-24) para el valor medio obtenemos:

S, A== @, a); l

T (3-28)
S(x, By=—~+3 & (x, by I

f=l1

La superficie que separa las imégenes de ambas clases, en el
espacio de iméigenes serd una superficie C cuyos puntos satisfacen
la condicién

S(x, A=S(x, B). (3-29)
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Como se ve en la figura 3-4, @, en algunos casos la superficie C
serd tal que pueda referirse por error la imagen a una clase
ajena. Puede servir de criterio de calidad de identilicacién el nid-
mero relalivo de imagenes identificadas incorrectamente.

Ejemplo 3-5. De cada clase A y B se toma un modelo de as =1y b8
ue expresan en el espacio bidimensional las propiedades mas caracleristicas
o estas clases, Trace una linea que divida el espacio de imagenes en dos domi-
nios correspondientes a las clases A y B.

Se determina la distancia aplicando ia f[érmula (3-2) por la longitud del
segmento que une dos puntos en el espacio de imdgenes Segan (3-29), la linea
divisoria sera aquella todos los pupntos de la cual estén alejados a una distan-
cin igual de tos puntos a; vy by Esta linea serd la perpendicular construida a
parlir de la mitad del segmento que une los puntos a;, y by (fig. 3-4,5).

3.5. IMAGENES GEOMETRICAS EN EL ESPACIO
MULTIDIMENSIONAL

a) Concepto de hiperesfera

Sea X cierto conjunto de punlos en el espacio multidimensional.
Se llama hiperesfera la superficie cerrada todos los puntos de la
cual estdn alejados a la misma distancia r de cierlo punto fijo a.
Por consiguiente, fa hiperesfera es el conjunto X (a, r)= E, que se
determina como

X nN={x=E, :d@a xi=r). (3-30)

El punto fijo a se denomina ceniro y r, radio de la hiperesfera.
E} conjunto
Bla, n={x=E, :d(a, x)<r} (3-31)

se llama parte interior de la hiperesfera o esfera abierfe. El con-
junlo

Bla, rl=fx=E,i1d{a, x)<r} (3-32)

se denomina esfera cerrada.

La esfera abierta de radio & con centro en x se llama vecindad
del punto x y se designa por Q.(x).

Ejemplo 3-6. En el espacio Ba: = {#, X2} la ecuacién de la hiperesfera se
puede eseribir en la forma d%{a,x) = r2. Si la distancia se defermina por la

fdrm!ula {3-7) la hiperesfera se convierte en esfera: (¥ =—a)?f (X2 — )t =
= =

b) Conjuntos limitados y finitos

Vamos a denominar conjunto universal el conjunlo E, que re.
presenta una reunién infinita de los puntos del espacio de n dimen-
siones, Designemos por X cierto subconjunto del conjunto E,. El
conjunto X se llama limifado si esta limilada la distancia enire
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dos puntos cualesquiera de dicho conjuiito, és decir, si existe un
ntmero M tal que para cualesquier xt), x® = X se cumple

dx™h, x) < M. (3-33)

Puede demostrarse que ta condicién necesaria y suficienie para
limitar el conjunto X es que el mismo esté en cierta hiperesfera,
o sea, la existencia de un punto @ y un namero r tales que para
cualquier x & X se cumple

d(x, a)<r. (3-34)

El conjunto X se denomina finifo si contiene un niimero finito
de puntos. El conjunto finito siempre es limitado.

Ejemplo 3-7. En el espacio I, el conjunto X ={(x,, x))e= By:x]+ x3< }
ey un conjunte infinito limitado,

Ejempla 3-8 En el espacio B, el conjunto: X que consta de cinco purnlos
X ={(0,0%, (0,1), (1,0), (1,1}, (M Y2)}, es un conjunto finito.

¢} Conjuntos abiertos y cerrados

El punto x se denomina punto inferior del conjunto X si existe
la vecindad O (x), lodos los puntos de la cual pertenecen a X. Se
llama conjunto abierto al conjunto X todos los puntos del cual son
interiores.

Ejemplo 3-9. El intervalo (o,8) ={x=R:a < x < b}, en ?ue R ecs el
conjunto de los nameros reales, constituye un conjunto abierto. Efeclivamente,
‘para cualguier x e (a,6) la vecindad Og(x) en la cual g = minfx —a, b —x)
pertenece por complelo a (a, b).

Ejemplo 3-10. La eslera abicria B(a,r) es un conjunto abierto. Efectiva-

mente, si x = B(a,r), entonces d(a,x) < r. Supongamos que & = r —d(a, x),
entonees Dg(x) = B(x, &) = B(a,r).

El punto x se denomina punto limife del conjunto X si cual-
quier vecindad O.(x) de aquél contiene un niimero infinitamente
grande de puntos de X. Si con esto x & X, entonces el mismo se
denomina punto limite perteneciente a X. Asi pues, todos los pun-
tos interiores del conjunie X son puntos limites pertenecientes a X.

Si x es un punto limite del conjunto X y x et X, este punto se
denomina limite no perteneciente al conjunto X. Tales puntos se-
réan, por ejemplo, los punios @ y & del conjunto (a, ). Un con-
junto finilo no posee puntos limites.

El conjunto X se ilama cerrado si contiene todes sus puntos
limites. Pueden servir como ejemplos de conjuntos cerrados cual-
quier segmento [a, b] de la recta numérica, la esfera cerrada Bla, r]
o cualquier conjunto finito.

d) Concepto de hiperplano

El hiperplano es la generalizacién del conceptio de plano para
el espacio multidimensional. En geometria analitica se demuestra
que cualquier ecuacién lineal con respecto a las coordenadas de-

100



fine un plano. Si las coordenadas de! punto corriente son x, X2, X3
la ecuacion del plano en el espacio tridimensional es de la forma

ax, + aaxs + agxy=c. {3-35)

Si el juego fijo de numeros (a), as, as) se entiende como vec-
tor a trazado desde el erigen de coordenadas a un punto con coor-
denadas a;, @z V s, ¥y como & = (X1, Xa, X3) se comprende el vector
que determina la posicién del punto corriente en el espacio Es,
entonices el primer miembro de la ecuacién (3-35) va a constituir
el producto escalar de los vectores a y x, y la ecuacién

ax=zc {3-33)

serd la ecuacién vectorial del plano perpendicular al vector
a =(ay, as as). . . . i
En caso del espacio multidimensional E, la ecuacién (3-63) va

a delinir el hiperplanc perpendicuiar al vector fijo a={(a, ..., an)
cuyas coordenadas corrientes estdn definidas por el vector x =
— (%, ..., X»). Designando el conjunto de los puntos del hiper-

plano por L(x) y desarrollando el producio escalar de Jos veclores
a y x llegamos a la siguiente definicién de hiperplano;

2]
L{x):{xEEn:IZ_:Ia;x,-—c=-{}}. (3-37)

Los conjuntos B

n
L*:{xl‘:‘En:‘Zla;xt~c>0} {3-38)

y [}
L--:{KEEA:;]aix{_‘c<0} (3-39)

se denominan semiespacios abiertos determinados por el hiper-
ptano L.

e) Ecuacién del segmento.
Concepto de conjunto medio ponderado por elementos

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos x(" y x® en el
espacio E, se ohtiene si se toma en ella el punto x que divide el
segmento (¥, x®) en la relacién w: 1 — w. Como gue la relacién
de los segmentos de recta sera la misma que la relacién de sus
proyecciones sobre los ejes de coordenadas, para las proyecciones
sobre el eje k se llega a la relacion

x,,-——xg'_ w (3-40)

P _x,  1—w

o :Eien
X, = (1 —w) X)) + wxd, (3-41)
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. Suponiendo que &£ = 1, ..., n, obtenemos el sistema de ecua-
ciones que define la recfa:

x, = (I —w) " - wxi?,;
(3-42)
x, = (1 — w) 2l 4 wxi2,

Este sistema de ecuaciones puede escribirse de modo mas com-
pacto en forma vecforial

x== (] — @' ¥ 4+ wx'2. (3-43)

La ecuacién (3-43) es la de la recta que pasa por los puntos
xM y x®, por cierto, como se muestra en la figura 3-5 a diferentes
valores de w van a corresponder distintos puntos de dicha recta.

En particular, para 0 << w =< | esta ecuacién define el seg-
menlo limitado por los puntos "y x@,

Fig. 3-5. Valores de w en los distintos puntos de la recta

Lo mas cémodo es escribir la ecuacién del segmento en la

forma
x=wx'" + wx'®; wy, we=0; w, +wy==1. (3-44)

La magnitud x definida por (3-44) se denomina media ponde-
rada por los elementos x(" y x® con pesos @, y w,. Esta denomi-
nacion tiene un sencillo sentido fisico. Si en los puntos x y x2
se colocan pesas con los pesos w; y ws, entonces el punto x deter-
mina el centro de gravedad del sistema.

El concepto de media ponderada puede extenderse también
a un nimero mayor de puntos. Vamos a llamar medja ponderada

por los elemenios x{, ..., 2™ a la magnitud x definida por la
relacion
m m
x= ‘Z why wy >0, 3 wp==1. (3-45)
=| i=]

3-6. CONJUNTOS CONVEXOS Y SUS PROPIEDADES
a) Definicién de conjunto convexo

Sea X cierto conjunto en el espacio E,. El conjunto X se de-
nomina convexo, si €l segmento que une dos puntos cualesquiera
de este conjunto pertenece infegramente a dicho conjunto. En oiras
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palabras, X es un conjunto convexo sipara cualesquier x, X & X
y @, wg >0, w; 4- w; = 1 se cumple w;x" + wox? &= X,

Los ejemplos de conjuntos convexos en el espacio E; = {(x, y)}
son: x2 4 4% << 1 x* 4+ y* =< 1; lodo 6l plano Ej; los semiplanos
ax + by—c >0y ax 4 by — ¢ << 0 (iig. 3-6, a). Por otra parte,
no sen convexos ambos conjunios definidos por las ecuaciones
24+ =1, 22442 =1 (fig. 3-6,b). Efectivamente, el punto
(0, 0) que no pertenece a estos conjunitos pertenece al segmento
que une los puntos (1, 0) y (—1, 0) de dichos conjuntos.

Teorema 3-1. La inferseccion de conjunios convexos es un con-
junto convexo.

Demostracién., Examinemos la interseccién X 1 ¥ de los con-
juntos convexos X e Y. Sean x e y dos puntos arbitrarios de X 1 Y.

a)

Fig. 3-6. Ejemplos de conjunfos convexos (a) y no convexos (&)

Enionces ellos pertenecen tanio a X como a Y. Por cuanto los
conjuntos X e Y son convexos, el segmento que une los puntos x
e y perfenece integramente tanto a X como a Y, y por eso, a la
interseccion X N Y. Por consiguiente, X 1Y es un conjunto con-
Vexo.

b) Envoltura convexa de un conjunto finito

Sea A = {a, ..., an} el conjunto finito de puntos en el espa-
cio E.. El conjunto finito no es convexo. No obstante, los puntos
del conjunto finito A pueden ser elementos de algunos conjuntos
convexos, por ejemplo S;, Sy, etc., como se muestra en la figura 3-7.
En este caso A es un subconjunto de los conjuntos convexos S,

2 e

Se denomina envoltura convexa co(A) del conjunto 4 la inler-
seccién de lodos Yos conjuntos convexos cuyos subconjuntos es A.
En particular, si A = S, y 4 = S, entonces co(A4)= 5, N S,.

De la definicion dada se infiere que la envoltura convexa coe(4)
es el conjunto convexo menor que contiene A, En efecto, si hubiera
up conjunfo convexo § tal que A<= S y S =co(Ad), entonces se
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cumpliria que co(A)< S co(A), es decir, co(4)= S. De aqui se
deduce que S8 = co(A).

Teorema 3-2. La envoltura convexa del conjunto finito A es el
conjunto de las medias ponderadas por elemenios del conjunto A.

Sean A ={a,, ..., am} un conjunto finito yw, i=1 ..., m
nimeros reales tales que
m
w; = 0; :Z;I wi= 1. (3-46)
La magnitud '
x== Z_:l way (3-47)

se denomina media ponderada por elementos del conjunto A. El
conjunto § cuyos elementos son las magnitudes x determinadas
por la férmula (3-47) para todas las w;
posibles en el marco de las limitaciones
(3-46), constituye el conjunto de las me-
dias ponderadas por ~elementos del
conjunto A. Se requiere demostrar
que

S=co(A4). (3-48)

Fig. 3-7. Para la oblencién Demostracién. Para que el conjun-
de la envoltura convexa de to S sea la enveltura convexa del A,
un conjunto finito aquél debera ser, en primer lugar, con-

vexo y, en segundo, el menor conjunto

convexo que contiene el conjunto A. Demostremos que se cumplen
ambas condiciones.

l. Tomemos dos sistemas arbitrarios de pesos w, Yy w;, que

determinan dos puntos del conjunto S:
m m
x=3 wa, = ‘Z wia,. (3-49)
i= =]
Tomemos el punto arbitrario " del segmento que une x y x”:

i i)
=1 —wx+w'= f;‘. [(1 —w)w,+ ww]]a,= gl wla;, (3-50)

donde
@) =(l —w)w, 4+ ww,. (3-51)

La magnitud @] no es negativa ya que representa la media
ponderada de dos nimeros no negativos w: y w}. Ademas,

m

Y=l — ; te=], 3-52
i;l war=ll =) 4;1 g +wigi # ¢ )



De este modo x” es la media ponderada por elementos del con-
junto A, es decir, ¥ = 8. Por consiguiente, S es un conjunto
convexo,

2. Sea T un conjunto convexo arbitrario que contiene A, De-
mostremos que el mismo también contiene S.

Por hipétesis todos los elementos @; estan contenidos en T.
Mas adelante, el elemente

Xg=—0 g+ —22 g, (3-53)

Wy wy w4+ wy

es la media ponderada de @, az = T, de modo que x» & T. Proce-
diendo exactamente igual obtenemos que

[} w
xa____ ﬂ‘J]+ 2 x2+ 3

T owy - w - wy w,+w,+w3a3=
iy Wy a3 .
=W|+wz+wa+W|+wz+lﬂ's+wx+wz+w: i)

es la media ponderada de x;, as = T, de manera que xs & T. Pro-
siguiendo el examen de esta secuencia de punios, hallamos que el
punto

— Wyt oo - Wem—y Wy il
in = Wit .. T wWn Km— + Wyt oe d Wy am':Zwm;ES

(3-55)
pertence asimismo al conjunto T. De esta suerte, cualquier x = §
también pertenece a T, o sea, S= T. Pero T es un conjunto con-
vexo arbitrario que contiene A. Conse-
cuentemente, S es el conjunto convexo
menor que contiene A.

El teorema dado permite determinar
qué aspecto tiene la envoltura convexa
del conjunto {inito. Consideremos el ca-
so bidimensional. En la figura 3-8 se
muestran el conjunto finito 4 == {a,, a.,
as, a4, as} y el poligono convexo cuyos
vértices son los elementos del conjun-
to A. Es facil ver que cualquier punto
en un vértice, un lado o en el interiorde
un poligono convexo puede representar- Fig. 3-8  Envoltura de un
se como la media ponderada de, por lo conjunto finito
menos, tres de sus vértices.

Asi  pues, xo=med.pon(a,, a)), x = med.pon(xp, as)=
= med. pon{a, az as). Al mismo tiempo el punto x» que esta
fuera del poligono no puede ser ia media ponderada de dos puntos
interiores ningunos y esto significa que no puede expresarse como
la media ponderada de los vértices del poligono. De este modo, la
envoltura convexa del conjunto finito A en el plano es el poligono
cuyos vértices son los elementos del conjunto 4.
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Esta deduccidn se generaliza facilmente para el caso de un es-
pacio arbitrario E,. La envoltura convexa del conjunto finito 4 en
el espacio E, es el poligono convexo cuoys vértices son los elemen-
fos del conjunio A. Cualquier punto interior o limite de tal poli-
gono puede ser representado como la media ponderada de no més
de (. — 1) vértices.

4;-(2}
5
g 4
P
J:'ﬂ)
? <
L
Fig. 3-9. Para la construc- Fig. 3-10. Rectas de apoyo al
cién del hiperplana de apoyo conjunto convexo

Para concluir enunciemos sin demostracion dos teoremas que
seran utilizados para fundamentar una serie de preceptos de la
programacion lineal y de la leoria de los juegos.

eorema 3-8 (teorema del hiperplano de apoyo). Sea S un con-
junfo convexo y O un punto arbifrario que no pertenece a S. El
teorema afirma que existe un hiperplano L que pasa por O, tal
que S estd en uno solo de los semiplanos determinados por L
(para los espacios bidimensional y tridi-
mensional esto resulta intuitivamente claro
por la fig. 3-9).

Vamos a desplazar el hiperplano en el
espacio acercandolo a S hasta que Ly S
vayan a lener, por lo menos, un punto co-
min quedando S, no obstante, en uno de
los semiplanos determinados por el hiper-
plano L. Este se denomina hiperplano de
apoyo para el conjunto convexo S.

Fig. 3-11. Hiperplano di- Si el conjunto convexo S es la envol-

visor tura del conjunto finito A4, entonces aquél

representa un poligono convexo. En este

caso el plano de apoyo va a pasar por el vértice, arista o borde

del poligono (fig. 3-10). En cualquiera de dichas variantes resuita

que al menos uno de los vértices del poligono estd en el hiperplano
de apoyo.

Teorema 3-4 (teorema del hiperplanc divisor). Si S y T son
conjuntos convexos no inlefsecados y, por lo menos, uno de ellos
esta limitado, existe un hiperplano taf que los conjuntos S y T
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estdn en los diferentes semiespacios determinados por dicho hiper-
plano. En ofras palabras, existe el’ hiperplano px = ¢, donde
p=1(py, ..., Pn) es cierto conjunto ordenado de nlimeros reales,
y x={(x, ..., %4) es un punto arbitrario, tal que px > ¢, si
xeSypx<<c sixeT. La ilustracion geométrica de este teore-
ma se muestra en la figura 3-11.

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 3

3-1, En el espacic tridimensional estdp dados los puntos x = (1,0,2),
y= (3.4,0), z=(1,2,3). Comprobar para eslos puntos el axioma de} trian-
gulo en los espacios C¥, €\, €',

3-2. Dibujar en el ?lano {x, y) la circunferencia con centio en g y radio r
en los espacios €5, ¢, c'™.

3.3, Demosirar las formulas (3-25) y (3-27) para determinar 1a media.

3.4, Determinar 2] cambio cualilativo de la linea que separa las clases A y
B en el ejemplo 3-5, si en la clase A4 hay ademds un segundo modelo a: Anali-
zar ¢l caso en que gz = (2,1), @a = (2,3) ¥ aa2(6,3).

3-5. ¢Qué aspeclo va a lener la linea que separa las clases A y B en la
figura 3-4, b si la distancia se determina:

a) por la férmuta (3-3),

b) por la férmula (3-4).

3-6. Demosirar que la esfera abierta B(D.r) en el espacio Ex es un con-
junto convexo.

3-7. ¢Cuales de los conjuntos [0, 3]}, [5,7], [0,31U[5,7] en el espacio de nt-
meros reales R son convexos y cuiles no lo son?

3-8. Demostrar que el punto x; en la figura 3-8 es la media ponderada de
fos vértices ay, @2 ¥ 0a.



Capitulo cuarto
ELEMENTOS DE ALGEBRA LOGICA

4-1. OPERACIONES LOGICAS

a) Concepto de proposicion

Como vimos antes pueden presentarse los conjuntos por dos
métodos: de enumeracién y de descripcién, o sea, indicando la
propiedad que poseen los elemenios del conjunto. E! método des-
criptivo para presentar los conjuntos vincula la teoria de conjun-
tos con la teoria de las proposiciones que constituye la primera
y mas sencilla parle de la disciplina cientifica ltamada légica ma-
tematica.

Llamaremos proposicién a cada afirmacién que puede ser ver-
dadera o falsa. Vamos a examinar tas proposiciones con respecto
a los elementos de cierto conjunto universal /. Los diversos ele-
mentos de este conjunto van a poseer diferentes propiedades y en
concordancia con esto pueden formar distintos grupos que consti-
tuyen subconjuntos del conjunto I, Asi pues, si 7 es el conjunto
de estudiantes en un grupo, sus subconjuntos pueden ser: X, el
conjunio de estudiantes sobresalienies; ¥, el conjunto de estudian-
tes que viven en la residencia estudiantil; Z, el conjunto de estu-
diantes becados, etc.

Después que se hayan distinguido las propiedades que poseen
los diversos subconjuntos pueden hacerse determinadas afirmacio-
nes respecto a si une u otro elemento de / tiene las propiedades
requeridas. Estas afirmaciones serdn proposiciones: “es estudiante
sobresaliente”, “vive en la residencia de estudiantes” y “es be-
cario”.

En lo sucesivo nos absiraeremos de todas las propiedades de
las proposiciones a excepcién de una: cada una de las proposicio-
nes puede ser verdadera o falsa con respecio al elemenio conside-
rado del conjunto universal /. Asi bien, la proposicién “el estu-
diante Ivanov es sobresaliente” es cierta si el estudiante Ivanov
pertenece al subconjunto X, y falsa si no pertenece a éste,

Por eso el subconjunto X se denomina conjunfo de veracidad
para la proposiciéon “es estudiante sobresaliente”. Los conjuntos
de veracidad para las proposiciones “vive en la residencia de estu-
dian%es" y “es becario” serdn, respectivamente, los conjuntos
YyZ.
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El conjunto de veracidad de cierta proposicién puede resultar
vacio. En este caso }a proposicién se denomina idénticamente fal-
sa. Asi, para el grupo estudiantil serd idénticamente falsa la pro-
posicién “es mayor de cincuenta afos”. Puede suceder que el con-
junto de veracidad de cierta proposicién coincida con el conjunto
universal /. En este caso la proposicion se {lama idénticamente
verdadera. Para el grupo estudiantil sera idénticamente verdadera
la proposicién “es menor de cincuenta afios”.

b) Proposiciones simples y compuestas

Vamos a designar las proposiciones con letras minisculas de)
alfabeto romano y atribuir a cada una de ellas valores numéricos
de 1y 0 segiin sea verdadera o falsa la proposicién. Supongamos
por ejemplo que x denota la proposicién “es estudiante sobresa-
liente”. Sus valores numéricos son:

1, si x es verdadera, o sea, x = X;
x= (4-1)

0, si es falsa, o sea, x& X.

Las proposiciones X, ¥, 2 a las cuales corresponden los conjun-
tos de veracidad sencillos X, Y, Z se denominan proposiciones sen-
cilias. No obslante, puede resultar un conjunto de veracidad el con-
junto Q obtenido de los conjuntos X, ¥, Z por medio de cualquier
operacion algebraica con dichos conjuntos. En tal caso va a co-
rresponder al conjunto de veracidad Q la proposicion ¢ llamada
proposicion compuesta. Por ejemplo, al conjunto de veracidad
Q = X ¥ que posee lanto la propiedad X (estudiante sobresa-
liente) como la propicdad Y (vive en la residencia de estudiantes),
va a corresponder la proposicidn compuesia “es estudianle sobre-
saliente y vive en la residencia estudiantil™

En ely ejemplo dado obtuvimos una proposicién compuesta en-
lazando dos proposiciones mediante la conjuncién “y”. Seria po-
sible obtener una proposicidén compuesta utilizando otras cépulas:
“o", “si, entonces”, etc. De una proposicion puede obienerse una
nueva negindola. A cada una de eslas nuevas proposiciones van
a corresponder sus conjuntos de veracidad en el conjunlo univer-
sa} I, es decir, las proposiciones compuesias pueden ser lambién
verdaderas o falsas, o sea, tomar los valores numeéricos | y 0.

Considerando las proposiciones como magnifudes que toman
valores 1 y 0 pueden delerminarse con las mismas las operaciones
%ue permiten obtener de las proposiciones dadas otras nuevas.

stas operaciones van a expresar las copulas citadas més arriba
que se'emplean en el lenguaje corriente.

Las operaciones realizadas con las proposiciones se denominan
operaciones {6gicas. El total de las operaciones 16gicas que se exa-
minan mas adelante recibié el nombre de digebra de proposiciones
o dlgebra booleana {(de Boole).
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¢} Presentacién de las operaciones logicas

Supongamos que tenemos varias proposiciones sencillas
X1, ..., Xy cada una de las cuales puede ser verdadera o falsa,
o sea, adquirir valores numéricos 1 y 0. Podemos considerar el
total de estas proposiciones como el cortejo (xy, ..., xn).

Tabla 4-1
Funciones de dos variables légicas

& L] ) L]

r y il el x| y |+ ]3 I#- »
£=1 L = = " ® - = — [ -3 uﬁ‘ B " =
Oagflojofojolojofrdir|rir il tttelijola
O 1fofofl1yo] 1 1 i 1 [ 0 1 o 0 1] !
P o)jo)1|oy0]1 1 0 1 1 i} 1 | 0 011 9
Frjoprpiyprrrfol]r o 1 ofojojo|1]o]oO

Supongamos que con estas proposiciones hemos realizado cierta
operacién légica como resultado de la cual obtuvimos una niieva
proposicion g gue puede ser asimismo verdadera o falsa, es decir,

puede tomar los valores 1 y 0. En este

Tabla 4-2 caso a cada combinacién de valores

g=xy+tz X1, ..., Xy va a corresponder un valor
determinado ¢ = {1,0}. En consecuen-

cia, la operacién iégica puede conside-
T WA 5 rarse como el reflejo f del conjunto de
los valores del cortejo (%, ..., xx) en
000 ] el conjunto de los valores ¢
i 00 0 s
01 0 1 Fole, o0, xy)—{1, O}.
001 1 Si este reflejo es univoco el mismo
i1 0 0 define la funcién
-3 : g=f(x, ..o, ), (42)
[ B t que se denomina funcidon booleana. Co-
mo se infiere de lo dicho, en las funcio-

nes booleanas tanto los argumentos,
como las funciones propiamente dichas sélo pueden tomar dos va-
lores diferentes que designamos por 1 y 0.
Se emplean tres métodos para representar las funciones boolea-
nas:
1. La férmula, que indica en forma explicita la secuencia de
operaciones légicas que se realizan con las proposiciones x, ..., ¥y
y que tiene la forma de relacion (4-2).
- 2. La tabla, que sefiala los valores de veracidad de la proposi-
cién compuesta g segin los valores de veracidad de las proposi:
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clones iniciales, En la parte izquierda de la tabla se enumeran
todas las combinaciones posibles de wvalores de veracidad
X1, ..., Xn, ¥ en la parte derecha, los valores de veracidad de la
proposicién compuesta 4. Si hay N proposiciones iniciales, el ni-
mero de lineas de la tabla sera de 2%, Pueden servir como ejemplos
de ellas las tablas 4-1 y 4-2,

3. El esquema ldgico que representa la designacién grafica de
referencia convencional de la operacién légica que tiene el aspecto
mosirado en la figura 4-1.

1l

Fig. 4-1. Designacion convencional de la operacion légica

En automatica y técnica de céiculo se acostumbra a presentar
las diferentes proposiciones en forma de sefiales que tienen dos
niveles, 0 en forma de dispositivos capaces de ocupar dos posicio-
nes (rele, trigger, tubo electrénico, transistor, etc.). A estos dos
niveles de las sefiales o dos estados del dispositivo se alribuyen
los valores numéricos 1 y 0 que determi-
nan los valores de veracidad de las pro- =
posiciones correspondientes. Con esta
concepcién el esquema l6gico va a cons-
tituir un convertidor de sefiales que ®
puede utilizarse con fines de mando de
diversos procesos.

Ejemplo 4-1 Para mantener la temperatura 2 14

©® de un fermostato en el nivel deseado © ze T

emplea el elemento calentador EC (fig. 4-2) que i

puede funcionar en dos regimenes: “coneclado” =

y "desconeckiad?"a El mand? de la clonexl'éln del

elemento calentador se realiza por la regla: Fi 9 lacid
conectar el EC si @ < € ig. 42, Regulacién de la
desconeclar el EC si © = 8, temperatura en un termos-

Tomemos la proposicion “temperatura mayor talo

de 6.;' como proposicién inicial x y la pro-
posicién “conectar el EC", como proposicién compuesta ¢. Entonces la estruc-

tura légica del circuito de mando del elemento calentador va a fener la for-
ma:

{ 1, s x=0;
g 0, st x=1.

En la figura 42 se muestra la realizacién fisica de la ley de mando des-
crita, La sefial x se expresa poi la altura de la columna de mercurio del ter-
mémetro T que con 8 = @ cierra el contacto del relé R, conectando asi el
elemento calentador,
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4-2, ALGEBRA DE PROPOSICIONES
a) Negacién

Sea x la proposicién cuyo conjunto de veracidad es X. Designe-
mos por ¥ (se lee “no es x") una nueva proposicién que tiene el
::jonj}mto de veracidad X y que se denomina negacién o inversion

e X.

La relacién entre x y ¥ puede determinarse utilizando el dia-
grama de Euler — Venn dado en la figura 4-3, a. Segiin la defini-
cion de negacion, ¥ = 1 en la zona X, don-

de x=0y =0 cn la zona X donde
V4 7 x = 1. Esto puede escribirse en forma de
las siguientes reglas de inversién:
7 z=0 s i
4 1=0, 0=1. (4-3)
En la figura 4-3, b se muestra la repre-
a) _ sentacién de la operacién de negacién en
z z forma del esquema logico denominado in-
versor.
6)
Pt Disgrama de B b) Adicién légica
ler — Venn y designacién . .
mmmcimaf de la opera- Sean x e y proposiciones que tienen
cién e negacidn conjuntos de veracidad X e Y, respectiva-

menle. Designemos por x 4+ y (a veces se
escribe x V y y se lee x o y) la nueva proposicién que tiene et
conjunto de veracidad X U ¥ y que se denomina suma légica o
disyuncion de x e y.

= I
+Y 4 Tyt ok AT
7 =] 3@

¥ Zn

o) )

a)

Fig. 4-4, Diagrama de Euler — Venn 3 designacidn conveticional de la opera-
. cién de adicién 1égica

Las relaciones enire los valores numéricos &, y y x - y se toman
del diagrama de Venn en la figura 4-4, a. El conjunio de veracidad
de la proposicion x 4 y es la zona rayada en correspondencia con
la cual
0,si x=0¢e y=20;

1, en todos los demas casos, (440

x+y={
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Es cémodo escribir las relaciones (4-4) en forma de reglas que
recuerdan algo las reglas de la suma aritmética habitual:

040=0; 140=1;
O4+1=1; 1-+1=1

En la [igura 4-4, b se muestra el esquema légico utilizado para
represcntar la operacién de adicién légica que se denomina es-
guema de reunion.

La regla de adicidn légica se extiende facilmente al caso de tres
o més proposiciones. En el caso general la suma légica de n pro-
posiciones se determina por la regla

(4-5)

0, si xy=2xo= ... x,=0;

x1+xg+...+xﬂ¢{ (4-6)

1, en todos los demds casos.
El esquema logico para este caso se muestra en la figura 4-4, e.

¢) Multiplicacion légica

Sean x e y las proposiciones que tienen los conjuntos de veraci-
dad X e Y, respectivamente. Designemos por xy (a veces se escribe
x /N yyselee x ey) la nueva proposicién que tiene el conjunto de

=0 z ) Ty :‘r;“—")z:,.z},,_zﬁ
=0 v rn""-"

4) <)

/ 3

a)

Fig. 4-5. Diagrama de Euler — Venn y designacion convencionai de la opera-
cidn de multiplicacidn légica

veracidad X 1 ¥ y se denomina producto légico o conjuncién de
x ey

El conjunto de veracidad de las proposiciones xy esta dado por
la zona rayada del diagrama de Euler — Venn en la figura 4-5, a
al examinar la cual obtenemos:

{ 1, six=1e y=1,
*y 0, en todos los demds casos. (4-7)

Esta relacidon puede representarse en forma de regias de multi-
plicacién légica que coinciden con las reglas de multiplicacién
aritmética:

0.0=0, 0:1=0, 1-0=0, l-1=1. (4-8)
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En la figura 4-5, b se muestra el esquema logico empleado para
representar la operacion de mulliplicacién légica y denominado
esquema de coincidencia.

La regla de multiplicacion 1égica se extiende al caso de tres
0 mas proposiciones. Asi pues, el producto légico de n proposi-
ciones se determina por la regla

1, si xj=x= ... =x,=~1;

3 S {4-9)

— L 0, en todos los deméas casos.

El esquema légico para este caso se presenta en la figura 4-5, c.

Una de las variantes del esquema de muitiplicacidn logica es la
operacién del producto légico de una proposicién x por la inversion
de otra 7, la que puede representarse en la forma:

___{ x, si y=0 (4-10)
M=o, siy=1.

Como dicha operacion se encuenira con bastante frecuencia,
para representaria es conveniente emplear el esquema logico es-
pecial dado en la figura 4-6, Este esquema l6gico tiene el aspecto

T g=x§
Yy

Fig. 4-6. Esquema de inhibicidn

del esquema de coincidencia con la diferencia de que la entrada de
inversion y no termina una flecha sino en un circulito. Como se
ve en (4-10), la aplicacién de una sefial y = 1 a dicha entrada
resulta que ella como si cerrara ¢l camino para el paso de la sefial
x a la salida del circuito. Por eso la enirada y se liama entrada de
inhibicién y el esquema de la figura 4-6 recibié el nombre de es-
quema de inhibicion. La operacion iégica propiamente dicha corres-
ondiente a las correlaciones (4-10) se denomina operacidn de in-
ibicion.

d) Funciones booleanas

Algunas proposiciones a las cuales se atribuyen valores numé-
ricos de veracidad de 1 y 0 pueden considerarse como unas varia-
bles binarias. En lo adelante vamos a denominarlas variables 16gi-
cas. Las operaciones de negacion, adicién y multiplicacién légicas
constituyen funciones de las variables l6gicas; con esto, la opera-
cion de negacion es funcion de una variable légica y las opera-
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ciones de adicién y multiplicacion légicas son funciones de dos
o mas variables ldgicas.

Como se ha indicado ya, la particularidad de estas funciones
consiste en que ellas sélo pueden tomar dos valores 0 y 1.

Las funciones en las cuales tanto los argumentos como las
mismas funciones solo pueden tomar dos vajores distinios se de-
nominan funciones booleanas. Naturalmente, ademas de las funcio-
nes consideradas pueden haber otras funciones hooleanas. Sin em-
bargo, puede demostrarse que la cantidad de diversas funciones
booleanas de un nimero finito de variables légicas, es [inita.

En efecto, supongamos que queremos formar todas las [uncio-
nes booleanas posibles de m variables légicas x, y, z ... Llamare-
mos juego al total de los valores numéricos de estas variables. Es
posible obtener por todo 2™ juegos.

Sea f(x, ¢, z ...) una funcién booleana. A cada uno de los
juegos corresponde un valor numérico determinado (1 6 0) de la
funcién booleana, asi que ésta puede considerarse como un jucgo
de 2m variables. Las distintas funciones booleanas van a diferir
por los valores de las variables légicas en este juego. Por cuanto
cada variable puede tomar solamente dos valores, el niimero de
diversas funciones booleanas de m argumentos es:

B(m)=2", (4-11)

Con m = | podemos obtener 22 = 4 funciones hooleanas distin-
tas, a saber: las constantes 1 y 0, la propia funcién x y su nega-
cién x.

Con m = 2 hay 2% = 16 [unciones booleanas diferentes. En la
tabla 4-1 se dan los valores de estas funciones y sus designaciones
convencionales dispuestas de tal modo que la segunda mitad de la
tabla se obtiene a partir de la primera utilizando ]a operacién de
negacién. Ademés de las funciones examinadas anteriormente, for-
man parte de la tabla 4-1 las siguientes funciones:

x @ y, adicién por el modulo 2;

x = Y4, y - x, implicacién u operacidén de secuencia l6gica;
%y = x/y, funcién de Sheffer;

x + 4, funcién de Peirce (funcién de Webb);

¥ @ y = x ~ y, equivalencia légica;

x —» Y, y — x, funcién de inhibicién.

Es importante destacar que todas las funciones booleanas de
dos variables légicas examinadas pueden representarse con ayuda
de tres operaciones i6gicas consideradas anteriormente: negacion,
multiplicacion légica y adicion légica. Asi pues, mediante la com-
probacién directa en todos los juegos (x, y) es facil cerciorarse de
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que se cumplen las siguientes relaciones:
(a) x@y=Fy+ijx
b)) x—y=%-+y;
(c) y—»x=x+F
(d) XBy=1x~ y=2xy -+ xj;
(e) ;:TJ=-’C§i ‘

(f) y—rx=yx

(4.12)

Ei juego de operaciones légicas se lfama juego completo, si el
mismo permite representar cualquier funcién de Boole. Ademis del
juego ya examinado que consta de las operaciones de negacidn,
multiplicacién l6gica y adicién légica pueden haber también otros
juegos completos. Asi, puede servir de juego completo una sola
operacién, la funcién de Sheffer xy designada con frecuencia por
x/y, de lo que es facil cerciorarse representando en forma de esta
operacion las tres operaciones del juego completo arriba mencio-
nadas:

= xx=x[x;
xy =Xy = xfg = (x/y)fxly);
x4+ y + X5 = /7 = (<[} y/y)-

También es facil mostrar que la funcion de Peirce constituye
asimismo un juego completo.

e) Leyes e identidades del algebra de proposiciones

Vamos a ilamar férmulas booleanas (de Boole) y designar
Alx, ¥, 2...), B(x, y; 2} las expresiones formadas por un namero
finito de variables logicas x, y, 2 ..., por signos de las operaciones
légicas de negacién, muttiplicacién légica y adicién légica y tam-
bién por las consfantes 0 y 1. Para la comprension univoca de las
formulas booleanas cada nueva operacién légica debera ir acom-
pafiada por la introduccion de un par de paréntesis. Sin embargo,
para evitar que las formulas sean excesivamente complicadas
y disminuir el nimero de paréntesis empleados se introduce por
analogia con el algebra elemental el concepto de prioridad de las
operaciones: primeramente deben realizarse las operaciones de ne-
gacién, después, de multiplicacion logica y, por altimo, las opera-
ciones de adicién logica.

Cada formula booleana puede considerarse como la represen-
facién de cierta funcién booleana de las variables %, g, 2 ..., cuyo
valor en un juego concreto de variables es facil de obiener si se
colocan los valores de las variables en este juego (0 6 1) en la
férmula booleana y se realizan las operaciones légicas sefaladas,
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Para unas mismas variables légicas pueden obtenerse distintas
férmulas 16gicas entre las cuales pueden encontrarse formulas fa-
les como, por ejemplo, A vy B que dan los mismos valores de las
funciones booleanas en todos los juegos iguales de las variables
I6gicas x, y, z . .., es decir, satisfacen la condicién

Alx, g,z ...)=8B(x, y, z...). (4-13)

Una de las tareas del 4lgebra booleana es establecer co..ela-
ciones idénticas del tipo (4-13).

Para comprobar si son correctas las relaciones idénticas del al-
gebra booleana pueden calcularse sencillamente los valores de las
funciones en los primero y segundo micmbros de la identidad en
todos los 2™ juegos de variables.

Otro método para establecer la identidad de dos férmulas boo-
leanas es determinar sus conjuntos de veracidad. Si para dos fér-
mulas booleanas los conjuntos de veracidad coinciden, estas férmu-
las dan una misma funcién booleana.

En el capitulo | fue demostrada una serie de identidades del
algebra de los conjuntos. Cada una de esta identidades deter-
mina cierta identidad para las férmulas booleanas. Examinemos,
por ejemplo, la siguiente identidad del algebra de los conjuntos:

XNNuz=&xU2Z)nry2z).

El primer miembro de esta identidad es el conjunio de veraci-
dad para la férmula booleana xy 4 2, y el segundo miembro, para
{(x - 2)(y + 2). Por cuanto los conjuntos de veracidad coinciden

ara ambas [6rmulas booleanas, estas férmulas dan una misma
uncion booleana, es decir, se cumple la identidad
xy+z=(x+2)(y+2).

Esta identidad ecs notable por el hecho de que no tiene analogia
en el Algebra ordinaria sobre lo que se hizo érﬂasis en el capitulo 1.

Proponemos al lector cerciorarse por si mismo de que se cum-
plen las leyes e idenfidades de la légica matematica que siguen
mas abajo, confrontindolas con las identidades correspondientes
del algebra de los conjuntos o comprobando los valores de veraci-
dad en los primero y segundo miembros en todos los juegos de
variables ldgicas.

Leyes del digebra booleana
a) x+y=y+=x }
b) xy=yx;
¢) (x+y)+ez=x3(y+2);
d) {xy) 2 =x(yz)
&) (x+y)z=xz+ yz;
1) xytz=E+2)W+2).

ley conmutativa;
} ley asociativa;

} ley distributiva.
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Identidades del dlgebra booleana

a) xi=0 g) xx=ux;

b) x+X=1; h) x4 x==x;
Q) x«l=ux, i x=x;
dxl=1 ) xFy=7ip
e x-0=0; k) xy=% 4§
i) x+0=x

4.3. SINTESIS DE LOS ESQUEMAS COMBINATORIOS

a) Concepto de esquema combinatorio

Vamos a entender por esquema combinalorio un dispositivo
técnico que sirve para convertir la informacién discreta (disconti-
nua) y tiene n circuitos de entrada y m circuitos de salida., Las
sefiales suministradas a los circuitos de entrada y tomadas de los
circuitos de salida sélo pueden iener los valores 1 y 0. Estas se-
fiales pueden ser, por ejemplo, los niveles alio y bajo de la tensién,

=D

Fig. 4-7. Ejemple de esquema ldgico combinalorio

De esta manera, el esquema combinatorio convierte cierta palabra
de entrada de n letras del alfabeto binario en una palabra de sa-
lida de m letras del mismo alfabeto. Al hacerlo se supone que la
palabra de salida se recibe en la salida en el mismo momento en
que sc suministra a la entrada la palabra de entrada, es decir, en
el esquema combinatorio no hay retardo de sefiales.
Frecuentemente se utilizan en calidad de elementos, con los
cuales se construye el esquema combinatorio, esquemas ldgicos
elementales para las operaciones de negacién, multiplicacién 16gica
y adicién légica. En tal caso puede obtenerse el esquema combi-
natorio conectando en serie los circuitos de salida de unos es-
quemas logicos elementales a los circuitos de entrada de otros
esquemas logicos elementales y evitando conectar a un mismo cir-
cuito de entrada varios circuitos de salida. Si el esquema combina-
torio tiene un conjunto finito de sefales de entrada x, ¢, z... y una
salida Gnica ¢, entonces el proceso descrito de conexion en serie de
los esquemas logicos elementales corresponde al proceso de forma-
cién de la formula légica f(x, y, z ...} con ayuda de las operacio-
nes realizadas con los esquemas logicos elementales que se utill-
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zan. Asi pues, a la férmula iégica del tipo
q=7xy+= (4-14)

va a corresponder el esquema combinatorio dado en la figura 4-7
y en la tabla 4-2. En diversos casos es conveniente armar un es-

s Circutto corvado !
o o Circuito abierto 0

.e—-oz o—g Contacto de clerre n

Fa s .
gt s Yoy Conentan en serie Ty

3
9—{2 Z}—a Conexion en paralele
¥ T+l

Fig. 4-8. Represeniacion de las operaciones l6gicas elemeniales con ayuda de
contactos

e

Fig. 4-9. Esquema de conmulacién para la operacién iy -2

o
! Trf=t
p Sg— OO o
& r Tx=T
B—0 O0——0 O B e} e o
'r -
e ! rrzaf
F 2 = (e e i
ZY 2= (DY +Z)

z z z
¥l S i Nyt &
Fig. 4-10, Conversiones idénticas de los circuitos de conmutacién

quema combinatorio con los elementos que realizan la funcidn de
Sheffer o la de Peirce.

Sirven como uno de los métodos de realizacion material de los
esquemas combinatorios los esquemas de relé de contactos que per-
miten efectuar las operaciones logicas mediante el cierre y la aper-
tura de los contactos de varios circuitos. Designemos por I el cir-
cuito cerrado y por Q el circuilo abierto. Para gobernar el estado
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del circuito introducimos en él los contactos cuyo estada se deter-
mina por el valor de las variables de entrada x, y, z ... Es fécil
convencerse de que a las operaciones de multiplicacién y adicién
l6gicas van a corresponder las concxiones en seric y en paralelo
de los conlactos, como se muestra en la figura 4-8.

Por medio de distintas conexiones de los contactos es posible
crear esquemas que ejecuten operaciones légicas. En la figura 4-9
se muestra un esquema de relé de contactos que realiza la opera-
cién (4-14), y en ia figura 4-10 se presentan los esquemas de relé
de contactos que ilustran algunas identidades dc logica matemi-
tica.

En los altimos afios han alcanzado difusién los métodos de
elahorar los esquemas combinatorios sin contactos que se confec-
cionan con ayuda de eclementos semiconductores y magnéticos
reunidos en esquemas integrales.

b) Composicién de una férmula légica segiin
una ftabla dada

Al proyectar esquemas combinatorios rara vez se logra expresar
directamente a modo de férmula légica los problemas a resolver
con tal esquema. Por lo general, en la primera etapa se utiliza la
descripcion verbal de las tareas a solucionar con ¢l esquema, y
fundandose en ésta se consigue compilar la tabla que relaciona
los valores numéricos de las variables légicas de entrada y de sa-
lida. El paso de la tabla a la [érmula légica es la segunda etapa
de la sintesis del esquema combinatorio.

Vamos a denominar la tabla la mds sencilla, si ésta correspon-
de a las operaciones de multiplicacién o adicién légicas de las
proposiciones iniciales. Si la tabla corresponde a la operacién de
multiplicacion légica, van a haber ceros en todas las lineas de la
columna g y solo estara la unidad en una sola linea correspon-
diente a las proposiciones iniciales verdaderas. Si la tabla corres-
ponde a la operacién de adicién légica, en todas las lineas de la
columna ¢ van a haber unidades y el cero sélo estara en la linea
correspondiente a las proposiciones iniciales falsas.

Aclararemos con los ejemplos de las tablas 4-3 y 4-4 el modo de
obtener ta [6rmula l6gica para la tabla mas sencilla.

En la tabla 4-3 el cero sélo estd en la segunda linea de la co-
tumna g, lo que corresponde a la operacidén de adicién 16gica. Como
que en esta linea £ = 0 e y = 0, entonces § = X -+ 4.

En la tabla 4-4 la unidad sélo estd en la segunda linea de la
columna g, lo que corresponde a la operacién de multiplicacién
l6gica. Como que en dicha linea x = | e § = |, entonces g = x§i.

Si la tabla no es la mas sencilla, puede escribirse para ella la
formula ldgica por cualquiera de dos métodos tipicos.

Primer método. En la columna g reemplacemos por ceros todas
las unidades, una lras oira salvo una, compilemos las férmulas
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Iégicas correspondientes a cada una de las tablas mas sencillas
que se obticnen asf y tomemos su suma i6gica.

Tabia 4-3 Tabla 4-4
g=x+y g=1xy
X ¥ q x ¥ g
0 0 1 00 ]
I 9 0 1 0 1
a1 1 G i 4]
11 1 1 1 0

Segundo método. En la columna ¢ reemplacemos por unidades
todos los ceros, uno tras olro salve uno, compilemos las férmulas
l6gicas correspondientes a cada una de las tablas mas sencillas
que se obtienen asi y tomemos su pro-
ducto l6gico. Tabla 4-5

llustremos estos métodos con el
ejemplo de obtener la férmula l6gica
para la tabla 4-5. Examinemos separa-
damente por el primer método las tablas ol
que contienen la unidad sélo en la se-
gunda y la tercera lineas de la colum-

Adicidn por el modulo 2

o

00 0
na q. A ellas corresponden las férmulas 01 i
légicas &y y xj. Tomando la suma logi- o 1
ca de estas férmulas, obtenemos: 1 0

g=23xy + xj.

Examinemos separadamente por el segundo método las tablas
que contienen ¢l cero sélo en la primera y la altima lineas de la
columna g. A ellas corresponden las férmulas iégicas x4y y
¥ + 7. Tomando el producto légico de estas férmulas, obtenemos:

g={x+y) (¥ + 7).

Como vemos, los métodos primero y segundo dan diferentes
férmulas booleanas para una misma tabla. No obstante, empleando
las identidades de l6gica matematica no es dificil reducir la se-
gunda férmula a la primera. Abriendo paréntesis y tomando en
cuenta que x¥ = 0 e g7 == 0, se obtiene:

q= %X -+ xjf + yx + yf=1xg + yx.

El método analizado es universal en el sentido de que permite
obtener la férmula logica y, en correspondencia con ella, construir
el esquema combinatorio para cualquier tabla. Sin embargo, este
meétodo, por lo general, conduce a férmulas complejas y para reali-
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zarlas se requiere gran nimero de elementos diversos. Por cierto,
vamos a entender por complefidad de una férmula el nimero de
operaciones que constituyen e¢sta férmula, de manera que la com-
Fiejidad de la férmula ¥ serd el nimere 1 y la complejidad de la
6rmula (%4 y) (7 + 2z) serd ¢l namero 5 (dos negaciones, dos
adiciones, una multiplicacion). A modo de ejemplo compilemos por
el primer método la férmula l6gica para la tabla 4-2:

G=Xyz 4 ijz + xjz 4 Xyz + xyz. (4-15)

Esta férmula es mucho més compleja que (4-14), aunque ambas
corresponden a una misma tabla, De este modo, una importanie
tarea de sintesis de los esquemas combinatorios es la de simpli-
ficar o minimizar las férmulas booleanas.

c¢) Simplificacién de las férmulas booleanas

Para simplificar las férmulas booleanas se utilizan las identi-
dades de 16gica matematica examinadas en el parrafo anterior. Es
cierto, que el uso con ¢xito de estas identidades depende de la
practica y la habilidad al manejarlas, lo que se logra después de
adquirir cierta experiencia en dichas transformaciones. No obstan-
te, existen ciertos meétodos tipicos que en la mayoria de los casos
permiten simplificar felizmente [6rmula complicada.

La simplificacién de una férmula booleana debe comenzarse
hallando una de las formas siguientes: AB+ AB, A+ AB,
A + AB, donde A y B denotan las propias variables ldgicas o los
productos logicos de unas cuantas variables. Cada una de las ex-
presiones obtenidas puede escribirse de manera mas simple

AB -+ AB= A(B + B)= A, (4-16)
A4 AB=A(l + B)= 4 _ (4-17)
A+ AB=(A+ AB)++ AB= A+ B. {4-18)

Volvamos a la férmula (4-15) y tratemos de simplificarla utili-
zando las identidades examinadas. Agrupando los sumandos pri-
mero y cuarto, asi como el tercero y quinto, y aplicando las identi-
dades (4-16) obtenemos:

g =Xy 4 Ejz + xz.

La simplificacién ullerior no presenta dificultades

g=Zxi({ytg)txz=2y+2z2)tx2=3y+ Izt xz2=1iy 4z

Al simplificar las f6rmulas légicas, siempre hay que tomar en
consideracién la ideniidad A 4+ A = A, de la cual se deduce que
cada uno de los sumandos puede utilizarse repetidamente en com-
binaciones con otros sumandos. Teniendo en cuenta esta circuns-
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tancia, examinemos la simplificacién de la signiente {érmala 16-
pica:
g = xijz 4 xyz -4 xyz + xyz.

Aplicando la identidad (4-16) a los sumandos segundo y cuarto,
asi como al tercero y cuartio, obtenemos

q=xjz+ sy +yz=xy+ g2 t+yz=x(y+2) +yz=
= xy + xZ + y=z.

No se logra su simplificacién ulterior con ayuda de las identi-
dades examinadas mds arriba. Surge la cuestidn: ¢es acaso la
forma dada la mas sencilla? Esto puede verificarse probando si la
misma contiene o no sumandos segranies. Al hacerto vamos a de-
nominar sobrante el sumando si en cuaiquiera de los juegos de
variables en el que aquél se convierte en la unidad, también se
vuelve igual a la unidad cualquier otro grupo de sumandos. Asi
pues, el sumando xy se convierte en la unidad en el juego x = I,
y == 1. En tal caso la suma de los otros dos sumandos da xZ +
+ yz =z 4+ z = 1. De este modo, el sumando xy es sobrante y
puede eliminarse de la férmula, de lo que en definitiva se obtiene

g=xZ 4 yz.

Por el método de seleccién completa se halla la mas sencilla
de todas las formas que no contienen sumandos sobrantes. Pueden
haber varias de estas formas.

Para aquellos casos en que el nimero de variables de entrada
no es mayor de cuatro, la bisqueda de los tipos mas sencillos de
i6rmulas booleanas se realiza cémodamente utilizando las tablas
especiales conocidas como mapas de Karnaugh o diegramas de
Veitch. L.a tabla 4-6 representa la carta de Karnaugh para una
funcién booleana de tres variables.

Tabla 4-6 Tabla 47
Aspecto del mapa Aspecto del mapa
de Karoaugh para la de Karnaugh para la
funcion booleana do tres funcidn booleana
variables presentada en la tabla 4-2
2 4
* ¥ * ¥
U 1 o 1
a0 1 2 0 o
01 3 4 X
11 5 8 0 1 | x %
1 0 7 8 1 1 pre
10 X

123



Cada cuadrado de dicha carta {ellos cslan enumerados para facili-
tar la explicacidn), corresponde a un juego de variables x, y, z. Es
comodo designar los cuadrados correspondientes a los juegos en
tos que ta funcién booleana adquiere el valor 1, con crucesitas
como se muestra en la tabla 4-7 que representa el mapa de Kar-
naugh para la funcién booleana dada en la tabla 4-2. La carta
estd formada de tal modo que las zonas correspondienfes a los
distintos grupos de cuadrados vecinos pueden considerarse como
conjuntos de veracidad para las proposiciones correspoundientes a
las formulas booleanas mas sencillas con una y dos variables’ (en-
tonces debe estimarse que los bordes superior e inferior de la carta
estdn pegados uno al otro de manera que los cuadrados superior
e inferior de la misma son vecinos). Asi pues, corresponden a las
zonasbde cuatro cuadrados vecinos las férmulas booleanas de una
variable:

1234 — ¥; 5678 — x; 3456 — y; 1278 — j; 1357 — Z; 2468 — z.

Corresponden a las zonas de dos cuadrados vecinos funciones
booleanas de dos variables del tipo 12 — %7, 56 — xy; 68 — xz, etc.

Para hallar la férmula booleana determinada por cualquier con-
figuracién de las celdas en el mapa de Karnaugh es suficiente pre-
sentar esta combinacion en forma de reunién de las zonas indica-
das anteriormente. La més sencilla de las representaciones de este
tipo proporciona asimismo la mas sencilla f6rmula booleana. De
este modo, para la tabla 4-7 la zona mencionada puede represen-
tarse como la reunién de la franja vertical 2468, o sea, z con la
franja horizontal 34, es decir, ¥y, lo que da ¢ = z 4 Ty.

Para simplificar las férmulas booleanas con un gran nimero
de variables, se vuelve dificultoso el empleo del método descrito.
En estos casos resulta atil emplear métodos especiales de minimi-
zacion entre los cuales es muy efectivo el método de Quine —
Mc.Closkey.

d) Ejemplos de sintesis de esquemas combinatorios

Ejemplo 4-2. Construir el esquema légico del sumador de digito con dos
eatradas (semisumado:f.
El sumador de un digilo realiza la adicién de des nimeros de un digito se-
gin la regla
040=0, 04 1=140=1 t4+1=10

En el dltimo case se pone 0 en el digito dado y se trausfiere la unidad al
digito siguiente. Designemos por x ¢ & los valores del dipito dado de los su-
mandos, ¢, el valor del digito dade de la suma, u, p, la unidad de traspaso
al digito siguiente. Entonces el fyncionamiento del semisumador seri descrito
mediante la tabla 4-8 ¢n conformidad con la cual hallamos:

q=2xij+ Xgi p=xy. (4-19)
El esquema lbgico dei semisumador se muesira en la figura 4-11,
Ejemplo 4-3. Esquema sclectiva (descifrador). El esquema légico que tiene

dos entradas x, y y cuatro salidas g1, g2, 9s. s, se denomina csquema selectivo
si la sefial 1 aparece solamente on una de las salidas para cada una de las
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Tabla 4-8 Tabvia 4-9

Semisumador Descifrador
L] q P L a e q a4
a0 a 0 (U] 1 0100
g | 1 0 01 0 I a a
I 0 1 0 10 0 0 ¥ 1]
1 a 1 11 a]o0 0 !

cuatro combinaciones posibles de las sefiales de entrada. Satisface a esta con-
dicién 1a tabla 4-9, segin la cual las seilales de salida del esquema deben ser
iguales a: . . B

G =i qe=F qu=2xFi i XY (4-20)

En la figura 4-12 se inuestra la estructura logica del esquema selectivo.

&
y—-!)ﬁ

9 92 % %4
g
x
&

Fig. 4.11. Semisumador Fig. 4-12 Descifrador

Ejemplo 44 Operador aulomédlico. Presentemos en forma muy simpli-
ficada el problema de construir ¢l operador automitico que goblerna el aterrizaje
de aviones en un aerédromp. Consideremos que €l aerddromo tiene una pista
de aterrizaje. El avion, al aproximarse en vuelo, emite sus sefiales de llamada
y el operador aulomdtico da ¢l permiso para alerrizar, Si se aproximaron
al aerédromo varios aviones, se da la sefial de aterrizar a unos y la de mante-
nerse en el aire a los demis,

Asignemos & todos los aviones que tienen su base en el aerddromo los
ntmeros del 1 al n. Si varios aviones llegaron simultdneamente, se da prefe-
rencia en el aterrizaje al avion con el namere de orden menor. Se considera im-
posible v se excluye del andlisis el caso en que se aproximan al aerédromo mas
de tres aviencs, Es necesario construir el esquema combinatorio que cjecute las
funciones del operador automélico.

Formulemos ¢l problema en términos de ldgica matemdtica. Designemos por
x5 la seilal de llegada del k-ésimo avién, EV esquema légico combinatorio debe
transmitir al &-ésimo avion nna de las ires sefinles siguientes:

g}, aterrizar inmedialamente;
q;, dar una vuelta sobre el aerddromo;
qg, dar dos vueltas sobre el aerddromo.

En el caso dado es embarazoso describir el funcionamienlo del esquema
ecombinatorio con ayuda de una tabla y por eso vamos a resolver el problema

de otra mancra. Notemos que las sefiales qc,',, q;. q_f sblo pueden ser iguales a
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Ia unidad si el E-ésimo avién se aproxima en vuelo al aer6dromo, es decir, st
xa = 1. Por tanio, la sefial xx debe entrar como factor en las férmulas légicas

para g%, q;e, g que de esta manera pueden representarse en la forma
qi= Axy, Gy= AQxy,, Gi = Aux, (4-21)
Las férmulas légicas para Aﬁ. A; ¥y Ag se obtienen pasapdo de 2 a k4 1.

La condicién Ai“m]se cumple si no hay ninguna sefal del fotal xy, ...,

..., Xx, es decir, si no hay sefial alguna del total x4, .... ¥a—y ¥ no hay la
sefial x4 De este modo

Afyy = ALE, (4-22)
La condicién A‘,?H_,mlse cumple si hay una sedal del fotal xy, ,... xa,
o sea, si hay una sefial del total x,, ..., ¥a-y y no hay la sefial xa, 0 no hay

A & A ;
N
& 4

A I -
/’;H ,4‘:’”

Fig. 4-13. Despachador automaitico

Y

ninguna sefial del tofa) %y, ..., %x—y y hay la sefial x4 De esia suerte.

Ay = Ay + Agxy = A%, + G4 (4-23)

La condicién AY,, =1 se cumple si hay dos sefiales del fotal ¥i..., x*

es decir, si hay dos seiiales del total xy, ..., Xx—t y 10 hay xx o si hay una
sefizl de dicho total xy, ..., Xx—y ¥ hay xa De este modo,

Apar = ALR + Apxy = ARy + G (4-24)

Las férmulas de (4-21) a (4-24) describen por completo la estructura ligica
de un elemento del esquema combinatorio que gobierna el aterrrizaje del k-ésimo
avidn y cuyo esquema se muesira en fa figura 4-13. Construyende dichos esque-
mas para cada elemento y conectindolos entre si, obtenemos el esquema com-
pleto del operador automidtico.

4-4, CONCEPTO DE DISPOSITIVOS AUTOMATICOS
TERMINALES

a) Esquema combinatorio como dispositivo automadtico
terminal sin memoria

El término “dispositivo automéatico terminal™ se utiliza para
designar una clase de sistemas dinidmicos numeéricos que se em-
plean en automatica, telemecanica y técnica de calculo.
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El tipo més sencillo de dispositive automatico terminal son los
esquemas combinatorios ya examinados a los que, no obstante, es
conveniente dar una descripcién mds general.

Supongamos que tenemos unas cuantas variables logicas
uy, ..., i el lotal de las cuales puede considerarse como la magni-
tud multidimensional u = (4, ..., %), Sea f una funcién légica
de estas variables, que constituye cierta proposicién ldégica com-
pleja

g=Ffl, ..y a) (4-25)

La variable légica g puede considerarse como magnitud de sa-
lida del esquema combinatorio que realiza la operacidn légica [ con
las variables uy, ..., .

Los esquemas combinatorios que encontramos en la préctica no
disponen comanmente de una salida ¢ sino de varias, por ejemplo,
gy, ..., gm, cada salida realiza su funcién légica dependiendo de
las mismas variables légicas

qr=Fily, ..oy )

(4-26}
Gmn=fm (&1, -, 1)

—————

H
|
i
1
I

La estructura de dicho esquema combina-
torio se presenta en la figura 4-14.

La relacién (4-26) puede escribirse mas
compactamente si se incluyen en el andlisis
la variable légica multidimensional de sa-
lida g =1(q1, ..., gm) y la funcién légica
multidimensional | = (fy, ..., fm). Entonces,
la totalidad de las funciones (4-26) puede

escribirse a modo de funcién multidimen- . ; g
sional Fig. 4-14. Dispositiva
automitico  terminal

g=f{u}. (4-27) s memoria

En lo sucesivo vamos a suponer que el esquema combinatorio
efeciiia instantdneamente la operacion ldgica, es decir, si en deter-
minado instante ha llegado al esquema cierto valor de la magnitud
de entrada u = U, el valor correspondiente § = [(u) se obtiene a
la salida en ese mismo instante.

Para describir el funcionamiento del esguema combinatorio en
el tiempo conviene introducir el concepto de fiempo discrefo. En el
eje del tiempo marcamos los instantes en los cuales puede sufrir
cambios la magnitud de entrada, designandolos por &, £, {> ... En
o sucesivo sera conveniente designar los instantes marcados, sim-
piemente en forma de nimeros enteros no negativos 0, 1, 2 ...
llamarlos tiempos. La escala asi obtenida se presenta en la fi-
gura 4-15 y sera la escala del tiempo discreto.

Designemos por la letra n el tiempo corriente, es decir, el
tiempo correspondiente al momentio actual. Vamos a designar por

e ) AT R |

£
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ufn] y gln] los valores de las magnitudes de entrada y salida en el
instante actual. Los valores que han obfenido las magnitudes de
enlrada y salida & tiempos antes del momento actual van a desig-
narse por «[n — k] y g[(n — &)]. La ecuacién que describe el fun-
cionamiento del esquema combinatorio en el tiempo puede escri-
birse ahora en la forma

qlnl=Ff(uln]). (4-28)
Los esquemas combinatorios son la forma mas senciila de los
dispositivos automaéticos terminales denominados disposifivos auto-
mdalicos terminales sin memoria. Esta denominacién pone de mani-
fiesto que la magnitud de salida del esquema combinatorio en cada

e /o2 ” ¢

ty £ 2 o tn
Fig. 4-15. Escala de ticmpo discreto

tiempo sélo depende de las sefiales de cntrada en dicho tiempo y
no del estado del esquema ni de las seiiales de entrada en los
tiempos precedentes.

b) Dispositivos automadticos terminales
de tipo general

Los dispositivos automaticos terminales sin memoria son el tips
mas sencillo de dispositivos automaticos, siendo relativamente li-
mitada la posibilidad de utilizarlos en calidad de elementos de dis-
positivos calculadores y sistemas autométicos. Se logra una con-
siderable ampliacién de las posibilidades de los dispositivos auto-
méticos, infroduciendo en su constitucién elemenios adicionales

zln] I: |__r[f7—)']

Fig. 4-16. Elemento de memoria

que retienen durante un lapso de tiempo las sefiales que llegan a
su entrada y que reciben el nombre de elementos de memoria. En
la figura 4-16 se ofrece la representacién esquematica de un ele-
mento de memoria. La reunion de elementos de memoria con es-
quemas combinatorios permite crear dispositivos autométicos ter-
minales de tipo general.

Para el dispositivo automético terminal es caracteristico que su
estado va a determinarse no sdélo por el tipo de sefiales de enirada
en el tiempo considerado, sino también por el estado en el que se
hallaba en el tiempo anterior, siendo necesario por lo general di-
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ferenciar entre si el estado del dispositivo automético y su sefial
de salida.

Puede servir de ejemplo de dispositivo automatico terminal con
memoria el esquema represeniado en la figura 4-17. Este consla de
tres esquemas combinatorios que realizan las funciones l6gicas fi,
f2 y fa v de dos elementos de memoria. La particularidad de dicho
esquema consisle en gque las se-
fizles x; y Xs, siendo sefiales de sa-
lida de dos esquemas combinato-
rios, llegan a la entrada de aque-
lles mismos esquemas con retardo
en un tiempo. Estas sefales cir-
cvlan dentro del esquema del dis-

positivo automatico terminal vy .
pueden denominarse variables que £ u
describen el estado del disposi-
tivo automatico. La seiial de salida
g constituye cierta funcién de las 5
variables del estado.
Describamos el funcionamiento 14142 7
en ¢l n-esimo hem_po d_e! €squema  Fjg. 4-17. Dispositivo automdtico
examinado. Para simplificar la no- terminal con memoria

tacién no vamos a sefialar el ni-

mero del tiempo n. Marcaremos con una raya los valores de las
variables del estado en la enirada del elemento de memoria en el
tiempo considerado. Para las sefales x], x; y 4 obtendremos

las ecuaciones
x=F(x, £ 4, w);
xj=fo (X X Wy W) (4-29)
g=F3 (¥, %) =0(%, % U, &)

Para simplificar la notacién introduzcamos en el anélisis las
magnitudes muitidimensionales @ = (u, #2), x = (X1, X2) y la fun-
cion muHtidimensional f = (fi, f2). Entonces las ecuaciones (4-29)
se escriben en la forma

¥=Ff(xu; qgq=olx v {4-30)

 La funcién f(x, 4) que define un nuevo estado interior del dis-
positivo automatico terminal se denomina funcién de transiciones,
y la funcién ¢(x, 1) que determina un nuevo valor de la sehal de
salidd se llama funcion de salidas.

Si se designan por U el conjunto de sefales de entrada, @, el
de sefiales de salida y X, el de estados, puede darse la siguiente
definicién formal de dispositivo automatico terminal. Se denomina
dispositivo automdtico terminal al total de las cinco magnitudes

A=, Q X, [, o) (4-31)
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donde f: X X U > X es la funcién de transiciories y ¢: X X U > @
la funcion de salidas.

No se acostumbra a preseniar los dispositivos automaticos ter-
minales por medio de ecuaciones (4-30), sino mediante dos tablas

Tabla 4-10 Tabla 4-11
Tabla de transiciones Tabla de salidas del
del dispositivo automitico dispositive automdfico
terminal terminal
X X
u u
1 ] 3 1 1 2 3
a 2 3 3 a c ¢ d
b 3 2 2 b d c e

denominadas, respectivamente, tabla de transiciones y tabla de sa-
lidas. Las lineas de ambas tablas corresponden a diferentes senales
de entrada del dispositivo automético terminal y las columnas,
a sus diferentes estados, En la interseccidn
de lineas y columnas en la tabla de transi-
ciones estan los valores de la funcién
f(x,u) y en la tabla de salidas, los valo-
res de la funcién ¢(x, ¢#). Las tablas 4-10y
- 4-11 pueden servir de ejemplo de presenta-
cién de un dispositivo automatico que
tiene dos sefiales de entrada posibles a
y b, dos sefiales de salida posibles ¢ y 4,
y tres estados posibles 1, 2, 3.
Otro mélodo de preasignacidnl de los
dispositivos automaticos terminales que
blg 215, d‘:;{“'°di§§,,s‘{§;‘,; brinda una gran claridad es la preasigna-
automético terminat cién de los dispositivos automaticos con
ayuda de grafos direccionales. Los vértices
del grafo representados en forma de circulos se identifican con
los diversos estados del dispositivo automéatico. Los dos vérti-
ces x; v x» se conectan por el arco que va de x; a x; en el caso en
que exista la: sefial u que hace pasar el dispositivo del estado x;
al x,. Junfo a cada arco se pone la sefial u que realiza la transi-
cién dada y, por lo comin, entre paréntesis, la sefial de salida g
obtenida de este modo. En la figura 4-18 se muesira el grafo corres-
pondiente a las tablas 4-10 y 4-11. i
Los dispositivos automaticos terminales son el modelo matemé-
tico de una amplia categoria de sistemas dindmicos que funcionan
en el ticmpo discreto-y entre los cuales se encuentran también cier-
tos tipos de sistemas dinamicos paso a paso maltiples que se estu-
dian en la segunda parte del libro. En la presenie obra no es
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posible detenerse detalladamente en la teoria de los dispositivos
autométicos terminales. Por eso nos limitaremos solamente al anat
lisis de algunos ejemplos.

Ejemplo 4-5. Generador de unidades. En la figura 4-19, 2 se muestra el grafo

de un dispositivo automitico terminal que en cada tiempo va a sumtinistrar la
sefial 1, independientemente de la sefial en la entrada, después de que a su

ofo) ") afr) u N
g e 3
a) r )

Fig. 4-19. Grafo de transiciones y estructura del generador de unidades

entrada llega uma vez la sefial 1. La funcién de transiciones x' = f(x, u)

y la funcion de salidas ¢ = g(x,#) de este dispositivo se muestran en la
tabla 4-12 por {a que hallamos:

X=g=u-x (4-32}

La esiructura del dispositivo automaético se muesira en la figura 4-19.4

donde estd prevista la exislencia de la entrada auxiliar r, al suministrarle una
seiial puede suspenderse la generacién de unidades.

u -
oo xo) ol 7
(e ) - Pelr]z
Il ) | Bl
I~
@
5

Fig. 4-20. Grafo de {ransiciones y estruciura del generador binario

Efemplo 4-6. Contador. En la figura 4:20, g esti represeniado el graio de
un disposilivo automético terminal que da una unidad en la salida después de
cada par de unidades en la entrada que se alternan con cualquier nlimero de

Tabla 4-12 Tabla 4-13
Generader de unidades Contador binario
u x L4 q U ox : o
(V] 0 a 090 1] [H]
1 0 1 1 1 Q0 | 0
01 1 | o1 1 0
1 1 i 1 11 0 i
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ceros. Semejante dispositivo se denomina contador de 2. La funcidn de transl-
ciones y la funcién de salidas de este dispositivo automatico se presentan en la
tabla 4-13 por 1a que haltamos:

X =uk+ax; q=uxw . (4-33)

La estructura del contador de 2 se muestra en la figura 4-20, 5 donde estd
previsla la existencia de la entrada auxiliar r suminislrando una sefal a la
cual puede cesar el funcionamiento del contador y pasarlo al estado inicial 0.

/ 2 "
EW—{&W? |»—-~—|nmrz ‘i
1 H

r

o)
Fig. 4-2i, Contador binario y conlador de 27

La representacion convencional del contador de 2 se muestra en la figira 4-2h,a,
En la fagura 4-21, b se presenia el csquema de n contadores de 2 coneclados en
serie y lormando un contador de 2"

a

, =D

Fig. 4-22. Madelo del proceso de ensenanza

Ejempto 4-7. Modelo del proceso de ensefianza. Basdndose en el conlador
de 2“dpuede construirse un dispositivo que simula, aunque de forma muy sim-

plificada, el proceso de enseiianza. El esquema de tal dispositivo se muestra en
la figura 4-22. El mismo tiene dos eniradas a y b y se ensefia a que después de
a
b

o

Fig. 4-23. Modelo perfeccionado del proceso de ensenanza

12 unidad en la salida a va a seguir la unidad en la salida b, Si esto sucede 2n
veces (no necesariamente de forma sucesiva y posiblemente con muchas altera-
ciones), el dispositivo aprende a‘prever la unidad en la salida & a continuacién
de la llegada de la unidad a laientrada a y lo expresa presentando la unidad
en la salida ¢ cada vez que aparece la unidad en la entrada a.

182



El esquema en la figura 4-22 simula un proceso de ensefianza muy primi-
tivo, Valiéndonos de cierlos ingenios el dispositivo puede perfeccionarse de tal
modo que solamenie aprenda a saber que “deira$ de a sigue ", en caso de que
este suceso haya ocurrido 2" veces seguidag sin alteraciones y que sea capaz de
“olvidarlo™ si aparecen 2™ sucesos “detrds de a no sigue b, en caso de que
esta sucesién no se interrumpa por un suceso “detrds de a sigue b”. El esquema
de tal dispositivo se presenta en la figura 4-23.

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 4 _

4-1. ¢Con qué operacién logica puede describirse el funcionamiento del
esquema de mando en el ejemplo 4-17

4-2. 4En qué consiste la diferencia entre una {érmula booleana y una fun-
cién booleana?

4-3. Comprobar con ayuda de los esquemas de conmutacidn si se cumplen
las identidades x + ¥ =1, x4 1 =1, £ 0=0, xx = x.

4-4. Componer el circuito de conexiones del alumbrade para un local que
fiene dos puertas en los extremos opuestos de modo que pueda encenderse la
luz al entrar por cualquier puerta, y apagarla al salir por cualquiera de ellas.

4-5. Simplificar las siguenies {drmulas booleanas:

xge + xfz + xyiv,
XYz 4 xijz + xy3,
xy+z+ (xy + 2) (20 x).

4-8. Construir el esquema logico del sumador binaric de un digito con tres
entradas designando por x e y los valores de los digitos de los sumandos;
2;'la unidad de pase del digifo precedente de la suma; p, la unidad de pase
al digito siguiente y g, el valor del digite dado de la suma,
~  4-T. Conslruir el esquema légico del sumador hinarioc dé un digito con
tres entradas utilizando sumadores binarios con dos entradas.

4-8. Construir ¢l esquema ldgico del sumador binario de digitlos miltiples
utilizando los resultados de los probiemas 4-6 y 4-7,



Capitulo quinto

CORRELACIONES DE LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS EN LA TEORIA
DE PROBABILIDADES Y ELEMENTOS

DE ESTADISTICA MATEMATICA

5:1. CONCEPTO DE PROBABILIDAD

a) Suceso y espacio de resultados de experimento

La base de la teoria de probabilidades es el concepto de suceso
aleatorio. Relacionamos este sucese con la realizacion de cierto ex-
perimento.

Al realizar dicho experimenio nos interesan sus consecuencias,
0, como se dice en la teoria de probabilidades, su resulfado. Vamos
a suponer que con el total de condiciones dado las consecuencias
del experimento pueden ser un niimero finito de resultados zy, ...
.. vy Zm, ciyo total designaremos por

Ze={2y, ..., Zm)- @&-1)

Es evidente que a consecuencia de cada experimento tiene lu-
gar sin falta algiin resultado z & Z y no puede haber experimento
a consecuencia del cual haya dos o mas resultados. Vamos a de-
nominar al con&unto Z espacio de resultados del experimento y los
elementos z = Z, sucesos elementales en el espacio Z.

Sin embargo en la préctica presentan el méximo interés no los
propios sucesos elementales sine cierto grupo de ellos que son sub-
conjuntos del conjunto Z. Vamos a llamar suceso en el espacio de
resuitados del experimento Z a cualquier subconjunto S del con-

junto Z:
S=Z. (5-2)

Cuando decimos que occurre o se realiza el suceso S, sobreen-
tendemos que el suceso elemental 2, quc es el resultado del expe-
rimento, est4 contenido en S.

Para sucesos cualesquiera 8, y S, pertenecientes al espacio de re-
sultados del experimento Z son validas las siguientes deliniciones:

Se denomina reunidn S; U Sy de los sucesos S y S al suceso
qug consiste en la realizacién siquiera de uno de los sucesos §;

2.
¥ Se llama conjuncién S; N S; de los sucesos §; y Sz al suceso
que consiste en la realizacion de S; y Sz Los sucesos Sy y S, se
denominan incompatibles si la realizacién de uno de ellos excluye
la posibilidad de que se efectie ¢l otro, es decir, si S( ) S; = @,
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Se llama complemento § del sucéso S al suceso que consiste en
el incumplimiento del suceso S.

El suceso cierio consiste en la realizacidn siquiera de uno de
los sucesos del espacio Z.

El suceso imposible es ¢l conjunto vacio @ consistente en que
no se realiza ninguno de los sucesos del espacio Z.

Efjemplo 5-1. El experimento consisic en que se tiran dos dados de juego
cada uno de los cuales puede caer indicando de uno a seis tantos, Introduzca-
mos en el analisis ¢l conjunto J = (I, 2, ..., 6}. El resultado del experimento
serd el par ordenado z = (i, R}, donde i, ¥ &/, por cierio, { es el resuliado al
tirar el primer dado y &, el resultado al tirar el segundo, Es cémodo representar
los resultados del experimento mediante los puntos en e} plano (i, &) como
se muestra en la figura 5-1. Como vemos,

el espacio de resultades del experimento IV

constard de 36 puntos Z = {(1,1), (1,2), ... sl BN &8 © o

.0.,06,6) ) Aqui los sucesos pueden ser muy Ny

variados. Designemos por 5; el suceso que sk O\\o\ 6 o o6 o

consiste en gue ¢l dade cae sefialando j tan- N N

tos. Entonces S;={(I.1) $={{L6), ;| o NMN\o o

(2,5}, (34), (4,3), (52), (6,)}; Sun = {(65), ~ N

(5,6}, Siz = {(6,6)}, efe. 3 o o o SNie @
Los sucesos que pueden tener lugar en el et

espacio finito de resultados de experimento 2 0 o o o™ o\\o

Z con el conjunto vaclo & unide a &1, for- '\\ Sy

man ta clase de sucesos ¥ denominada cia- b 6 6 o o oMo

se finita aditiva, campo booleano o dlgebra N

booleana y satisface las condiciones siguentes: (O, (OO I O
si 8 & %, enlonces § = §; g /I 2 & 4 5 &
siSiefFyS:a@, entonces e
S US e % Fig, 5-1. Espacio de resultados

del experimento al tirar dos da-

Empleando sucesivamente estas condi- dos de juegos

ciones puede demostrarse que pertenecerin
al campo booleanc § la reunidn o interseccién de cualquier nimero finito de
conjunios S, de , asi como las diferencias de estos conjunios.

Si el espacio Z contiene un niimero finito de elementas, la clase de todos
los sucesos posibles en dicho espacio serd también finita. En ecste caso es con-
veniente presentar cierta clase de conjuntos ¥, en el espacio Z que puede de-
nominarse clase inicial. Si a los conjuntos de T, se aplican un nimere finito
de veces las condiciones indicadas, puede obtenerse la clase completa de sucesos
que obedecen a esta condicidn, es decir, el campo booleano . En tal caso se
dice que esie campo T ha sido originado por la clase inicial Fo. Existen diver-
sos métodos para elegir la clase inicial ¥, cada uno de los cuales proporciona
su campo booleano.

Ejemplo §-2. Si To = Z, entonces Z= §, Luego, 2 =F = ¥ Por cuanlo
ZU@=Z vy ZND =0, entunees‘g={2, (75} es un campo booleano.

Ejemplo 5-3. Supongamos que §F, consta de todos 1os sucesos elementales
en Z. En este caso el campo booleano ¥ contiene un conjunto vacio, todos los
conjuntos monoclementales de Z, todos los conjuntos bielementales de Z, ....
y por iltimo, el propio conjunto Z.

b) Concepto de probabilidad

En la teoria de las probabilidades cada resultado de un experi-
mento z & Z se considera como una magnitud aleatoria. Esto signi-
fica que no se conoce por anticipado cual de los resultados va a
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tener lugar al realizar el experimento. Sin embargo ¢s evident¢, en
primero, que a resultas de cada experimento debe tener lugar sin
falta alglin resultado z& Z vy, en segundo, que gpmo consecuercia
de un experimenio no puede haber dos resultados.

Intuitivamente se entiende por probabilidad de un resultadq la
medida numérica que caracteriza la posibilidad ‘gbjetiva de un re-
sultado dado de un experimento. Esto significa 'que gse atribuye a
cada uno de los elemenlos z &= Z cierto peso p, es decir, un ‘namero
real positivo al cnal se han impuesto ciertas limitaciones, ‘a saber:

1} p es tanto mayor cuanto mayor es la seguridad de que va
a tener lugar precisamente el resuitado dado del experimento
zeE 7 '

2) la suma de los pesos p para todos los resultados posibles
del experimento debe ser igual a 1a unidad.

La asignacidn del peso p = 0 a cualquier elemento z = Z signi-
fica que el resultado dado del experimento es imposible, o sea,
constituye un suceso imposible. Si a algiin elemento z = Z se atri-
buye un peso p = 1, el resultado dado constituye un suceso cierto.
Efectivamente, en virtud de la segunda limitacién deben asignarse
pesos p =0 a todos los clementos restantes del conjunto Z, es
decir, los sucesos correspondientes a estos elementos son impo-
sibles. Pero, como que obligatoriamenie debe tener lugar algin
resullado del experimento, sera precisamente el resultado a que se
asigna el peso p == 1.

El total de los pesos que se atribuyen a los distintos elementos
del conjunto Z representa cierto conjunto P con elementos p, y el
proceso propiamente dicho de asignacién de pesos constituye el
reflejo del conjunto Z en el conjunto P, o sea, determina las pro-
babilidades p = P como funciones del resultado del experimento
2z & Z, lo que puede escribirse en la forma

p=p@). (5-3)

Conforme a las limitaciones expuestas anteriormente las magni-
tudes p(z) representan numeros reales que obedecen a las con-
diciones

p(2) = 0; zg.z plz)=1. (5-4)

El total de los pesos p(z) para todas las 2 = Z se llama distri-
bucion de probabilidades en el espacio de resultados del experi-
mento Z y cada peso p & P atribuido a un resultado elemental
z = Z se denomina probabilidad de un resultado dado.

¢) Probabilidad de un suceso aleatorio

Hemos definido e} suceso aleaterio S comio cierto subconjunto
del conjunto de resultados del experimento Z. Por tanto, un suceso
aleatorio representa un conjunio que consta de una parie de jos
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elementos del conjunto Z. Entonces, se entiende por probabilidad
del suceso S designada por Ps o P(S), la suma de los pesos que
constituyen este suceso de los elementos:

PS)=Ps= 3 p( (5-5)

Son casos particulares de esta férmula:

1) el casc en que S no contiene ningén elemento de Z, o sea,
es un conjunto vacio; segfin (5-5), la probabilidad de un conjunto
vacio es igual a cero

Pg=10; (5-6)

2) el caso en que S coincide con Z, es decir, contiene todos los
resultados posibles del experimento. Como que no puede haber
ningan resultado de este ultimo que no forme parte de Z, puede
considerarse todo el espacio Z como un conjunto universal y asig-
narsele un peso igual a la unidad. Esto concuerda absolutamente
con la férmula {5-5), la que, teniendo en cuenta (5-4), da:

Pr= X p2)=1. (6-7)

d) Espacio probabilistico

Los razonamientos precedentes respecto a la definicidn de pro-
babilidades gozan de un caracter algo intuitivo y no garantizan la
posibilidad de calcular las probabilidades para cualquier grupo de
sucesos capaces de ocurrir en la clase de sucesos §. Para resolver
este problema hay que analizar la distribucién de probabilidades
no en el espacio de resultados del experimento Z, sino en toda la
clase de sucesos § relacionados con dicho espacio.

Se denomina medida probabilistica en la clase de sucesos §
que representan un campo booleano, la funcién P (S) que satisface
las condiciones siguientes:

1} P(S) =0, para cualquier S 3;

2) si Si, Sg, ..., Sn es la secuencia de sucesos incompatibles
por pares de §, entonces P( l_Il S&)= ag P (Sw);
3 1
3) P(Z)= L.

Se denomina campo de probabilidad el par (5, P), es decir, el
campo de conjuntos y la medida probabilistica en éste.

e llama espacio probabilistico a la triada (Z, §, P), es decir,
al espacio de sucesos elementales, al campo de conjuntos presen-
tado en dicho espacio y a la medida probabilistica definida en el
campo de conjuntos, ) :
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5-2. CALCULO DE PROBABILIDADES

a) Métodos de atribucién de la medida
probabilistica

Hay una serie de métodos para atribuir pesos a ciertos elemen-
tos z del espacio Z. Cual de los métodos se ha de utitizar en uno
u otro caso depende del caracter del experimento a realizar y de la
informacién de que disponemos. Examinemos los métodos princi-

ales.

d 1. Determinacion de la probabilidad por medio de [recuencia.
Analicemos el experimento con espacio de resultados Z =
== {2, ..., Zm}, que podemos repelir muchas veces en iguales con-
diciones. Supongamos que se efectuaron N experimentos durante
los cuales se obtuvo N, veces el resultade z e Z que nos interesa.
Se denomina frecuencia del resultado z al niimero relativo de casos
en los cuales tuvo lugar el resultado deseado 2, es decir, la magni-
tud

g)=22. (5-6)

No es dificil cerciorarse de que las frecuencias g(2) de todos los
resultados posibles 2z & Z obedecen a las condiciones (5-4).

Con un pequefo niimero de experimentos la frecuencia tiene, en
notable grado, cardcter aleatorio. Asi pues, en caso de tirar 10 ve-
ces una moneda ésta puede caer 2 veces de cara y al lanzarla
otras 10 veces puede caer, por ejemplo, 8 veces. No obstante, la

ractica demuestra que al aumentar el niimero de experimentos la
recuencia de los diferentes resultados pierde en considerable me-
dida su cardcter aleatorio y tiene la tendencia de aproximarse con
pequefias fluctuaciones a cierto valor medio que puede considerarse
precisamente como la probabilidad del suceso. Sin embargo, esta
aproximacién de la frecuencia a la probabilidad, al aumentar el
nimero de experimentos, difiere de la tendencia a un limite en sen-
tido matematico.

Asi pues, no es imposible que al lanzar 10 veces la moneda ésta
caiga de cara todas las 10 veces. Por cuanto el resultado de lanzar
cada moneda no depende de los resultados de los lanzamientos
anteriores no es nada imposible que caiga de cara en 1000 ocasio-
nes al lanzar 1a moneda 1000 veces. Pero las probabilidades de tal
suceso son tan pequeiias que puede considerarse practicamente
irrealizable.

En general, al aumentar el nimero de experimentos la frecuen-
cia se aproxima a la probabilidad en el sentido de que la probabi-
lidad de desviaciones de alguiia consideracién de la frecuencia res-
pecto a la probabilidad llega a ser fan pequefia que es despreciable.
Por comsiguiente, si hay la posibilidad de repetir el experimento
varias veces en idénticas condiciones, las Irecuencias de algunos
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resuitados g{z) pueden tomarse como las probabilidades de estos
resultados. La cuestion de cuiantos experimentos deben considerarse
suficientes al determinar las probabilidades por medio de la fre-
cuencia y cudl ecs el grado de certeza de los resultados obtenidos
al hacerlo, seri estudiada mas detalladamente en los capitulos de-
dicados a los métodos de estadistica matematica. '

No obstante, las dificultades debidas a la mnltiple repeticién
de-los experimentos én condiciones reales obligan a utilizar otros
métodos de determinacidn de la probabilidad.

2. Uno de los méiodos que puede usarse con baslante irecuencia
(aunque no siempre) es el método hasado en el principio de igua-
les posibilidades.

El principio de iguales posibilidades se emplea cuando no tene-
mos fundamento para dar preferencia a cualquier resultado del
experimento 1especto a oiros resultados. En este caso hay que con-
siderar que existen iguales posibilidades para cualquier resultado
del experimento y atribuirles iguales probabilidades. Si en esle
caso el espacio de resultados del experimento Z consta de m ele-
mentos y el suceso S contiene r elementos de Z, la probabilidad de
este suceso scra igual a: ;

P(S) =T'ﬂ-. (5-9)

3. El método méas extendido para atribuir la medida probabilis-
tica es la determinacion de las llamadas probabilidades aprioristi-
cas. Las probabilidades aprioristicas se determinan recopilando
durante un prolongado lapso de tiempo los datos estadisticos sobre
el suceso o fenémeno que nos interesan.

Habitualmente, en las diversas esferas de la ciencia, técnica
y vida social se efectiia la recopilacién de datos estadisticos sobre
unos u otros sucesos o fendmenos que pertenecen a ia categoria
de los aleatorios, es decir, cuyas leyes no pueden describirse con
rigor matemaético y cuya aparicién no puede pronosticarse de ma-
nera fidedigna. El estudio de cuan frecuentemente ha ocurrido
suceso en el pasado permite determinar la probabilidad de este su-
ceso y, por tanto, pronosticar con determinado grado de certeza la
aparicion de dicho suceso en el futuro.

4. Las probabilidades aprioristicas sélo proporcionan una des-
cripcién fidedigna de los fenémenos en caso de mantenerse en el
presente las condiciones en las cuales ha sucedido el fenémeno en
¢l pasado. Sin embargo, esta muy lejos de suceder siempre asi. Por
eso tiene gran importancia precisar las condiciones reales existen-
tes en la actualidad, lo que puede hacerse realizando un experi-
mento especiaimente preparado. Las probabilidades determinadas
fundandose tanto en los datos estadisticos del pasado como en un
experimento preparado “ad hoc” se denominan probabilidades
aposterioristicas.
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b) Propiedades de la medida probabilistica

Ciertas propiedades de ia medida probabilistica son muy atiles
para simplificar el cilculo de probabilidades de diversos sucesos.
Examinemos estas propiedades para los sucesos X, y X. en el es-
pacio de resultados de la prueba Z.

1. Si X, N X;: = &, entonces

PX UX) =P (X)) P(Xd), - (5-10)

lo que se infiere directamente de la definicion de medida probabi-
listica.
2. De las condiciones X U X = Z, X {1 ¥ = & hallamos:

PXUX)=PX)+P(X)=1, (5(11)

de donde _
PX)=1—P(X). {(6-12)
3. Sea X, = X,. Entonces X, puede representarse en la forma
Xo=X,U(Xy;\ X}, siendo X N(X;\X,)=@. Luego, P(X))=

=P(X))+ P(X;\ X,). Por cuanto X;\ X, = Z, lo cual significa
que P(X;\ X;) =0, obtenemos:

P(X) =P (X)) (5-13)
P X\ X)) =P (Xy) — P (X)) (5-14)

4. Para X, y X, arbitrarias de Z representamos su reunién en
forma de 1a reunién de dos conjuntos no intersecados

X UXe= X, U[Xe\ (XN X)), (5-15)
de suerte que
PX\UXd=P(X)) 4 PlXx\ (X, N X)) (5-16)
Tomando en consideracién que X, 1 X, = X,, obtenemos:
P (X, U Xg)=P(X,) 4+ P(Xy) — P (X, 1 Xy). (5-17)

Ejemplo 5-4, Se escoge al azar una carta de una baraja de 52 carias.
¢Qué probabilidad hay de que:

1) sea del palo de corazones o el rey de tréboles?

2) sea del palo de corazones o uno de los reyes?

Designemos por X el conjunto de corazones; Y, el conjunto de reyes y V, el
rey de tréboles, de modo que P(X) =1/, P(Y) = /15 y P(V) = /s

I. Calculemos PI(X ] !;’). Po; cuanto XUV = &, entonces P(XUV) =
= P(X)4 P(V)»—_!T+-5—2=1'2-€.

2. Calculemos P(XUY). Como que XUV 55 &, enlonces P(XUY) =
= (P(X) +P(Y)—P(XtY). Pero .i]ﬂ Y es el rey de corazones, o sea,
P{X 11 ¥} = /53, Luego,

L., !
PXUY) =7+ 13~ 55 =17



5-3. PROBABILIDADES CONDICIONALES

a) Concepto de probabilidad condicional

Examinemos cierto suceso T en el espacio de resuliados del ex-
perimento Z. Por definicién, la probabilidad de este suceso es

P(T) = ;T p 2. (5-18)

Supongamos ahora que sabemos que ocurrié algin otro su-
ceso S. Se inquiere, ¢de qué manera el saber qﬁue ocuirid el su-
ceso S influira sobre la probabilidad del suceso 77

L.a probabilidad del suceso T con la condicién de que ocurrid
ofro suceso S se denomina probabilidad condicional del suceso T
y se designa por Ps(T) o P(T|S). A diferencia de ella se llama
probabilidad incondicional del suceso T a la probabilidad P(T).
Ante nosotros se plantea la tarea de hallar la correlacién que vin-
cula estas dos probabilidades.

Simplifiquemos primero el problema. Vamos a considerar que el
conjunto T sélo consta de un elemento z& Z. Al determinar la
probabilidad incondicional p(z) partimos de que puede ocurrir
cualquier z & Z. Si se realiza un nimero suficientemente grande
de experimentos, entonces

r’
Numero de experimentos
con lag z& Z dadas

p(2)= S (5-19)

I
Numero fotal de experi-
mentos

Si se impone la condicién de que ocurri6 el suceso S, enfonces,
con la misma, deberan excluirse todos aquellos resultados del ex-
perimento con fos que no ocurre el suceso S. Es decir, al determi-
nar p(z|S) hay que cambiar N por N, el ndmero de experimentos,
en los cuales ocurrié el suceso S, y N, por N, g, el nimero de
éstos en los que ocurrieron tanto la z dada como el suceso S. Pero
en ¢l caso examinado

S s { z, size=S;
(=.8)=205=1 5  ,es. (5-20)
Por eso, N, 5= N.qs. De esta suerte,
N
z|8)= 2%, 5-21
p(z|S) g (5-21)

Dividiendo el numerador y denominador de esta expresién por
el niimero total de experimentos N, obtenemos:

pzls)=2E . (5-22)
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Analicemos ahora el caso en que 7 es un subconjunto arbitrario
del conjunto Z. Teniendo en cuenla que !a probabilidad de un
suceso es igual a la suma de las probabilidades de los elementos
que constituyen dicho suceso, oblenemos:

> pzn$)

PTIS)= ) plz|S)= e, (5-23)
z&T

Examinemos la suma en el numerador de la expresién dada.
S6lo ferman parle de esta los sumandos para ze 7. Pero en ella
pueden dejarse de considerar los sumandos para ze S ya que
entonces p(z N S)= 0. Por consiguiente, dicha suma consta de
sumnandos para los que se cumplen las condiciones z=T y z < S.
Es decir, la sumacion puede cicctuarse por 2z T 1 8. Pero con
ze S p(z ) S)= p(2).

Por eso
Y pzNS)=_ 3 p(2)=P(TNS). (5-24)
zeT ze=TNS
Teniendo en cuenta esto obtenemos:
P(r15)=L2F03) (5-25)

lo que a menudo se escribe en la forma
P(TNS)=P(T|S)P(S). (5-26)

A veces se encuentran casos en que nuesiro conocimiento de
que ocurrid el suceso S no influye sobre la probabilidad del su-
ceso T. En otras palabras, 1a probabilidad del suceso 7 no depende
de si ocurrid o no el suceso S, de manera que

P{T |S)=P(T). (5-27)

En este caso se dice que los sucesos T y S son independientes.
Para los sucesos independientes se cumple la correlacién

P{TNS)=PI(T}IP(S), (5-28)

que frecuentemente se denomina férmula de multiplicacién de pro-
habilidades.

b) Magnitudes aleatorias bidimensionales

Muy a menudo, como resultado del experimento nios interesan
varias magnitudes aleatorias en lugar de una, por ejemplo, dos
X e y. Asi pues, al tomar una carta de la baraja pueden interesar-
nos su palo x y valor (niimero de tantos) y. Al elegir en un bos-
que drboles para una obra de construccién, nos interesan la altura
del arbol x y su didmetro y. Al verificar el buen estado de los con-
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densadores nos interesan los valores de la capacidad x y la ten-
sién disruptiva g.

En todos estos ejempios hay que operar con dos conjuntos de
magnitudes aleatorias X = {x, ..., x,} e Y ={y,, ..., ym} Pero
estos conjuntos no son independientes, sino que estin vinculados
entre si de un modo determinado; a saber, el resultado del experi-
mento z son dos magniludes aleatorias xe= X e y = ¥ de modo
que z == (x, y). Asi el conjunto de los resultados del experimento Z
es el producto directo de los conjuntos X e Vi

Z=XXY. (5-29)

Examinemos algunos sucesos y sus probabilidades que pueden
interesarnos al estudiar fas magnitudes aleatorias bidimensionales.
Vamos a ilustrar los conceptos introducidos con el ejemplo de la
altura x y el didmetro g de los arboles en el bosque. :

Supongamos que x= X e y = Y son resultados de cierto expe-
rimento. Por ejemplo, x = 30 m e y = 25 cm. Entonces puede
surgir la necesidad de examinar las probabilidades siguientes:

1) p(x), la probabilidad de que la allura del arbol sea 30 m.
En el caso dado no nos interesa el diametro del arbol;

2) p{y), la probabilidad de que el didmetro del &rbol sea

5 cm. En este caso no nos interesa la altura del érbol, Las pro-
babilidades p(x) y p(y) son probabiiidades incondicionales de los
indices x e y y proporcionan las distribuciones de probabilidades
respectivamente en jos conjuntos X e Y que satisfacen las condi-
ciones (5-4).

3) pix, y), la probabilidad de que el drbol tiene una altura de
30 m y un diametro de 25 cm. Esta es la distribucién conjinta de
probabilidades de dos indices x e y presentada en el espacio
Z == X X Y con los elementos z = (x, y) que obedece a las condi-
ciones

p(x, ¥) =0, :z'_‘.yp(x, =1 (5.30)

4) por dltimo puede encontrarse la probabilidad condicional
p(x|y), es decir, la prebabilidad de que el arbol con didmetro de
25 cm tiene una altura de 30 m. En el caso dado los arboles de
otro didmetro simplemente no se consideran:-

Para relacionar enlre si todas las probabilidades examinadas,
designemos por x; cierto resultado x & X, y por y; cierto resultado
gy e Y analizando dos sucesos en el espacio Z=X X V:T;=
= {(x5, 1), .-, 0, g}y S5 ={(x1, ¥5), .-+, (¥ny Y5)} _

El suceso T; consiste en que se obtuvieron el resuitado dado
¥;= X y cualquier y = Y. Como que en cualquier experimento
siempre tiene lugar algin y< Y, ¢l suceso T; consiste en que se
obtuvo el resultado x;. De este modo, T; = x;. Anilogamente,
S; = y;. No es dificil ver asimismo que T: 1} S5 = (xi, y;). Porla
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férmula (5-25) hallamos
ptx;ly,3=p—i,%f;—’)- (5-31)

Por cuanto x; puede ser cualquier x =X e y; puede ser cual-
quier y = Y, omitiendo los subindices obtenemos para x= X e
.y = Y cualesquiera:

plxly)=Eih, (5-32)

lo que puede escribirse en la forma
Pl g)=plxly) ply). (5-33)

Si la probabilidad del resultado x no depende de qué resul-
tado y se obtuvo, entonces los resultados x e y son independientes.
Para los resultados independientes se cumple la correlacidn

pixly)=px), (5-34)
de modo que la férmula (5-33) toma la forma: )
Pl g)=p)py). (5-33)

Notemos més adelante que al examinar una magnitud bidimen-
sional nos es indiferente cuil de las magnitudes x o y tomamos
como primera y cual como segunda. Intercambiando de lugares
X e yen la formula (5-33), obtenemos:

nix, )=p(y|x) pix). (5-36)
Comparando (5-33) y (5-36) hallamos que
pix. y=p)p ylo=plyp(x|y. (5-37)

c) Férmula de la probabilidad completa

Examinemos cierto espacio de resultados del experimento Z.
Sea T=Z un suceso en el espacio Z, y el sistema de conjuntos

{81, ..., Sy representa cierto fraccionamiente de dicho espacio, es
decir, obedece a las condiciones
Z=8 U ... US;, S:iNSy= & parais=k, (5-38)

En diversas ocasiones Fresenta interés expresar la probabilidad
incondicional del suceso 7 mediante las probahilidades condicio-
nales P(T|S;), ..., P(T{S;) y las probabilidades incondicionales
P(S1), ..., P(Sy).

Para obtener la correlacién necesaria representaremos el espa-
cio de resuliados del experimento Z en la forma Z = S, U &,
donde §, = S: U... U S. Entonces

P(T)=P(T1SUS)=PIT (S YS)I=P (T NS)+P(TNS)). (5-39)
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Vamos a considerar a §, como un nuevo espacio de resultados
del experimento Z;, es decir, Z; = §; = S, U... U S;08, = S; U
U 8, donde §; = S; U ... U S, Entonces

P(TNS)=PITN(S:USH=P(TNS) +P(TNS). (5-40)

Luego, _
PTy=PTNS)+P(TNS)+ PITNS). (5-41)

Al continuar realizando mas adelante transformaciones analo-
gas obienemos:

P(M)=2P(TNS)=3 P(T|S)P(S. (5-42)

La férmula {5-42) recibié el nombre de férmula de la probabili-
dad completa.

5-4. MAGNITUDES ALEATORIAS CONTINUAS
Y SUS DISTRIBUCIONES

a) Concepto de magnitud aleatoria continua

Hasta aqui hemos supuesto que el espacio de resultados del
experimento Z constituye un conjunto finito. Sin embargo, en mu-
chos casos el resultado z del experimento puede ser cualquier valor
en cierto intervalo a < z << b. Entonces z es una magnitud alea-
toria continua en que el espacio de resultados del experimento sera
todo el intervalo de sus valores posibles:

Z={z:a<<z <), (5-43)

que contiene un nimero infinito de puntos. En este caso ya no es
posible hablar de la probabilidad de un resultado particular, puesto
que con un namero infinitamente grande de resultados posibles
el peso dc cada resultado serd igual a cero. Por eso para una
magnitud aleatoria continua la distribucidén de probabilidades se
determina de diferenie manera que en el caso discreto. Al hacerlo,
se utilizan dos lipos de distribucion denominados funcion de distri-
bucién de probabilidades y densidad de distribucién de probabili-
dades.

b) Funciéon de distribucién de probabilidades

Sean Z, el espacio de resultados del experimento de una magni-
tud aleaforia unidimensional que toma valores reales, y R, el
conjunto de todos fos niimeros reales cuyos elementos designemos
por x. La funcién de distribucién de probabilidades F(x) deter-
mina la probabilidad de que los valores de la magnitud aleatoria 2
no excedan de la x dada:

Fn=P(—oco <2z<u). (5-44)
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Puede representarse el caracter general de la funcién F(x)
basandose en algunas de sus propiedades:

1) Por cuantfo, para x2 = xy, el intervalo (—oo, %3 esta fotal-
mente contenido en el intervalo (— o0, x1], segln (5-44) F(x2) =
= F(x,). Por consiguiente, F(x) es una funcién no decreciente.

2) F(—o0)=0, ya que el resultado del experimenio ze&
& (— oo, x] se convierte en suceso imposible para x - — o0,

3) F(4o0)=1, ya que el resultado del experimento z&
& (—oo, x] se convierte en suceso cierto para x -+ oo,

Fig. 5-2. Funcién de disiribucion de probabilidades para una mag-
nitud aleatoria continua -

En la figura 5-2 se presenia la vista general de la funcién que
satisface las propiedades estipuladas.

¢) Densidad de distribucién de probabilidades

Conociendo la funcion de distribucion de probabilidades puede
calcularse la probabilidad de que el valor de la magnitud aleatoria
se encuentre dentro del Jyequeﬁo intervalo de x a x - Ax. Segin
(5-44) dicha probabilidad es igual a:

F x4 ax) — F ()= 20220 P00 oy (5-45)

El primer factor del segunde miembro de esta expresion repre-
senta el valor de la probabilidad correspondiente a la unidad de
longitud del sector Ax. Si existe el limite de esta relacién con
Ax > 0, lo que se cumple, por lo comiin, para la mayoria de las
magnitudes aleatorias continuas, el mismo se designa por w@(x)
y se llama densidad de distribucién de las probabilidades. Asi
pues,

e Pl dx)—~Fx) af (x)
w(x)= ;: o Ty T TR (5-46)
de modo que
F (x4 Ax) — F (x) == w (x) Ax. (5-47)

En la figura 5-3 se muestra el caracter general de la gréafica de
la funcion w (x).

Actaremos algunas propiedades de la funcién @ (x). Sean a y b
puntos arbitrarios del eje real, siendo b > a. Hallemos el signi-
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b
ficado de la integral Sw[xj dx  Sustituyendo de manera pura-

mente formal w(x)dx p‘;r dF (x), obtenemos:
b F(b)
{0 ar= { arin=re)—r. (5-48)
a Fia
Pero segin (5-44) esta expresién da la probabilidad de que la
magnitud aleatoria z tome un valor que esté dentro del intervalo
(a, b). Asi
B
Pla<z<b)={war (5-49)

De esta férmula se desprende como caso particular la correla-
cién
i i
| wwav=1, (5-50)
ta cual muestra que la superficie limitada por la curva de la den-
sidad de distribucién de probabilidades w(x) y el eje de abscisas
es sjempre iguat a la unidad.

wiz)

_ 2
7 Z
Fig. 5-3. Grafica de densidades de la distribucién de probabilidades

La iférmula (5-49) permite expresar de modo integral la rela-
cién entre las funciones F(x) y w(x). Comparando (5-44) con
(6-49), hallamos que

F={ w(ad. (5-51)

Los conceptos de funcidn de distribucién de probabilidades y
densidad de distribucion de prohabilidades también se extienden
facilmente a! caso de una magnitud aleatoria unidimensional. Sin
detenernos en esta cuestién, ocupémonos del andlisis de algunas
leyes de la distribucién de magnitudes aleatorias continuas.

d) Distribucién uniforme

Si una magnitud aleatoria con igual probabilidad puede tomar
valores cualesquiera dentro de los limites del sector del eje real
de @ a B y no los puede tomar fuera de dicho sector, es decir,

147



tiene una densidad de distribucion de las probabilidades

i sz
wiz)=1{ B—a’ esz2<f (5-52)
l 0, z<a, z2>§

la misma se ilama distribuida uniformemente en el intervalo [«, Bl

Es cémodo caracterizar la distribucién uniforme por los para-
metros v =(a -~ p)/2 y @ = p — o denominados valor medio y
amplitud de la distribucién y designar la distribucién uniforme
por R(v, w). La densidad de distribucién de las probabilidades
w(z) se expresa facilmente mediante los parametros de distribu-
cién R(v, m) en la forma

Tlﬂ—. v <z<v+ 5
wiz)= © {(5-53)

0, z<v—3, 2>v+5.

Ejemplo 5.5. Al redondear numeros hasta valores entergs, los errores de
redondeo pueden lomar con igual probabilidad valores de —0,5 a 4-0.5, es decir,
obedecen a ta distribucion R{0, 1). j

Ejemplo 5-6 Al tomar lectura en una escala con valor de una divisién de &
los errores de leclura seran magnitudes aleatorias con distribucién R(0, 8).

Ejempla §-7. Si un trolebiis circula con ifitervalo de 10 min, ﬂarﬂ el pasa-

jero que no conoce el horario, el tiempo de espera serd una magnilud aleatoria

con distribucidn R(5, 10}.

¢) Distribucién normal

La ey mas importanie de distribucion de una magnitud aleato-
ria es la ley de distribucién normal o de Gauss. Esta es la que se
encuentra mas a menudo en la practica. Ademas, la ley de distri-
bucién normal es la Jey limite a la cual se aproxima una serie de
otras leyes de distribucién al existir condiciones tipicas que se pre-
sentan con gran frecuencia.

¢+ La ley normal se caracteriza por una funcién de distribucién de
las probabilidades del tipo
tz—vj*

wE)=mmre ™ (5-54)

para — oo << 2 << + oo, La distribucion normal se determina por
los parametros v, o denominados media y dispersién que en lo
sucesivo van a designarse por N (v, 6%). En la ligura 5-4 se muestra
la grafica de la funcién (5-54) para v= 1,0 y algunos valores
de o.

La determinacién de la probabilidad de gue una magnitud alea-
toria se encuenire en el intervalo dado (a, ) del eje real consti-
tuye una importantisima tarea de la teoria de las probabilidades.:
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£n el caso de la distribucién normal esta probabilidad es igual a:

lz—=vj

b
Pla<z< b}r—-ﬁl_r;; Se_ gz (5-55)

Esta expresién adquiere una forma mas adecuada si se realiza
un cambic de variable designandola por (z —v)/o == .
Con esto df = dz/o y

Pla<z<b)e= 7;_? { e7a (5-56)

a

-

S
Pero la integral del tipo Se =" dt no se expresa mediante

funciones elementales. Por..eso para, el calculo de (5-56) se em-
plean tabias de la funcién especial:

D (x) = «/;T (7% a, (5-57)

0

denominada inlegral de probabilidades que se ofrecen en la mayo-
-tia de los libros sobre la teoria de las probabilidades. Tomando en

B S R

Fig. 5-4 Grafica de w(z) para la distribucidn normal

consideracién (5-57) la probabilidad de que la magnitud aleatoria
se halle en el intervalo (a, b) sera igual a:

P(a<z<b)=@(°‘:")—m(£~g—"— ) (5-58)

Al efectuar los caldulos por la [6tmula (5-58) es conveniente

gecordar las siguientes propiedades de la integral de probabilida-
28

PO=0 P(Fo)=73; O(~H==0@E. (559
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5-5. CARACTERISTICAS NUMERABLES
DE LAS MAGNITUDES ALEATORIAS

a) Concepto de caracteristicas numerables

La funcién de distribucidn o la densidad de distribucién de pro-
babilidades son las caracteristicas mas completas de las magni-
tudes aleatorias. Sin embargo, en muchos problemas précticos re-
sulta dificil o casi imposible representar la funcién de distribucién
de probabilidades.

Mientras tanto, para resolver diversos problemas es suficiente
conocer sélo ciertos parametros que caracterizan la magnitud
aleatoria desde uno u otro punto de vista. Los pardmetros nu-
merables mds difundidos que han recibido el nombre de caracie-
risticas pumerables o momentios numerables de las magnitudes
aleatorias son el valor medio y la dispersién o desviacién media
cuadratica. Estos se determinan facilmente con los datos experi-
mentales y permiten discernir en rasgos generales sobre el cardcter
de 1a distribucién de la magnitud aleatoria.

b) Valor medio (esperanza matemaitfica)
de una magnitud aleatoria

En muchos problemas la magnitud aleatoria considerada como
resultado posible de cierto experimento se expresa por medio de un
nGmero real, Como ejemplos de las magnitudes aleatorias, que
toman un valor numeérico, pueden servir;

la cantidad de la corriente consumida por los moradores de una
casa;

el valor de la tension de la red en un momento dado;

la temperatura del aire en un momento dado del dia;

el namero de particulas césmicas que llegan a la superiicie
terrestre en la unidad de tiempo;

el nimero de tanios obténidos en el tiro al blanco por un tira-
dor dado;

el niimero de compradores en una tienda en un momento dado,
etc.

Para todos estos casos, su valor medio o esperanza matematica
es una importante caracteristica numérica de la magnitud alea-
toria.

Supongamos que los elementos del espacio de resultados del
experimento Z = {z|, ..., %,} admiten estimacion numérica. Si
con N pruebas el resultado Z, sucedid r; veces, ..., el resultado 2,
ocurrié r,, veces, de suerie que 7y + ...+ rm = N, el valor medio
de la magnitud aleaforia 'z que se designa por M(z) o Z, es
igual a:

m
_ 2r 2 r r
M{z_)=z.=4_=_ﬂ_.N___m__-‘ij,Tv‘_, (5-60)
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Si el niimero de pruebas N fue suficientemente grande, la rela-
cién ry/N = p, puede considerarse como la probabilidad del resul-
tado z;. Entonces, omitiendo los subindices, la [drmula para deter-
minar el valor medio puede escribirse en la forma

M(z)=z= ,gz 2p '2). (5-61)

El valor medio M(2z) determinado por la férmula (5-61) se de-
nomina comiunmente esperanza matemdtica de la magnitud alea-
toria 2.

La formula (5-61) puede servir para determinar el valor medio
en caso de que el espacio de resultados de la prueha Z sea un
conjunte finito. Ahora bien, si z es una magnitud aleatoria conti-
nua con densidad de distribucién de probabilidades w(z), por p(z)
en la férmuta (5-61) puede entenderse la probabilidad de que el
valor de la magnitud aleatoria se halle entre los limiles de z a
z + Az, es decir, suponerse que p(2) = w(z)Az Pasando al limite
con Az — 0 y sustituyendo, respectivamente, Az por dz y la suma
por la integral, obtenemos:

+co

ME)=z2= { 2v()da (5-62)

—c0 A

¢) Valor medio de una funcién de magnitud aleatoria

En la préctica, a menudo encontramos problemas en los que la
magnitud aleatoria no se expresa con un nimero. Asi pues, la pro-
duccién elaborada por una fibrica se divide en ntil y defectuosa.
Al lanzar una moneda, el resultado del experimento puede ser
“cara” o “cruz”. Una carta sacada de la baraja al azar se caracte-
riza por su nombre y palo. La sefial radar recibida contiene infor-
macién sobre la presencia o ausencia del objetivo, etc. En todos
estos ejemplos las magnitudes aleatorias presentan diferencia no
cuantitativa sino sélo cualitativa. No obstante, por lo comfin es
posible introducir también la estimacién cuantitativa para las
magnitudes aleatorias que solamente presentan diferencias cuali-
tativas. :

Consideramos la magnitud alealoria como el resultado de cierto
experimento que se realiza artificialmente o es el resultado de
un proceso natural. Con esto hay que recordar que cualquier expe-
rimento requiere algunos gastos y se realiza no para satisfacer
nuestra curiosidad, sino para alcanzar un objetivo determinado.
Uno u ofro resultado del experimento es deseable o indeseable de-
pendiendo de hasta qué punto se logra el objetive propuesto. La
consecucion del objetivo deseado puede considerarse como ganan-
cia o ventaja y su no consecucién, como pérdida o desventaja,
Tanto lo ganado como lo perdido puede expresarse con nimeros
que representan, por ejemplo, ciertas sumas de dinero en rublos.
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De esta manera, a cada resultado de la experiencia z&= Z
puede ponerse en correspondencia cierta estimacion numeérica,
o sea, puede efectuarse el reflejo f del espacio de resultados del ex-
perimento Z en el conjunio de nameros reales R

[T =R (5-63)

Este reflejo proporciona la funcidn real f{z) definida en Z, con
la que podemos operar como con una magnitud aleatoria y, en
particular, determinar su valor medio.

Sea f{(z) cierta funcién numérica definida en el conjunto Z.
Esfo significa que a los elementos 2z, ..., 2w del conjunto Z co-
rresponden los valores f(2), ..., f{zm) de la funcién. Las probabi-
lidades de estos valores seran las mismas que las de las magni-
tudes aleatorias 2, ..., 2,,. De este modo, p(z) representa la distri-
bucién de las probabilidades tanto para la magnitud aleatoria z
como, asimismo, para la funcién de la magnitud aleatoria f(z).
Por consiguienie, el valor medio de la funcién de una magnitud
aleatoria puede encontrarse por las férmulas para el valor medio
de una magnifud aleatoria gracias a la susiitucién de z por f(2),
es decir,

Mlf N =F@)= X [=)pr() (5-64)
para una magnitud aleatoria discreta, y
+00
Mif@)=F@= | f@w@ d (5-65)

— 80

para una continua. T ;

Notemos que la magnitu J(z] calculada por la férmula (5-64)
depende de la distribucion de probabilidades p(z). Esto quiere
decir que si cambia la distribucién de probabilidades p(z) en el
espacio Z, cambia también el valor medio de la funcién f(z). Para
recalcar esta circunstancia vamos a designar a veces por [(p) el

valor medio de la funcién f(z), suponiendo que
f(py=F(2). (5-66)

El empleo en el caso dado, para designar el valor medio de )a
funcién, de la misma.letra f que para denotar la propia funcién, es
admisible y no puede provocar confusiones ya que las funciones
f(z) y f(p) estan definidas en conjuntos diferentes: la funcién f(2)
en el espacio de resultados del experimento Z, y f(p) en el espacio
de todas las distribuciones posibles de probabilidades p(z}.

Ejempto 5-8 La probabitidad de que ¢! apurato producido por una [dbrica
resulle defectuoso es igual a p.

¢Cudl ¢s la ganancia media correspondiente a un aparato, si q es ¢l costo
de produccion y b, et precio del: mismo?
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Utilizande la férmula (5-64), hallamos que.

fpy=(—a) (1 =p)—ap=b(l—p)—a.

En muchos problemas el valor medio se considera como la ganancia media
con un gran namero de experimentos. En esle caso se considera racional llevar
a cabo el experimento si f(z) = f(p) = 0.

Otra interpretacién del valor medio se refiere a las apuestas. Supongamaos
que cierto suceso puede ocurrir con la probabilidad p. El hacer unaz apuesta
presupone que uno de los participantes esta de acuerdo en pagar la suma & sl
no occure un sucese a condicién de gue el otro participante le pague Ia suma «
si ésle ocurre. De este modo, el primer participante recibe la suma a con la
probabilidad p y paga la suma & con la probabilidad t—p. Su ganancia

media es
flpy=ap—b(1—p) (5-67}
La apuesta se considera equitativa si la ganancia media resulta igual a cero,
o sea, bajo la condicidén de que
b

Teorema 5-1 (teorema del valor medio). Ufilizando para deter-
minar f{p) la expresion (5-64) y sustiluyendo en cada sumando
f(z) por min f(2), obtenemos la correlacién

z

fio = mjn F(2) zgz plg)= mjn f(2), (5-69)

a_t=p 5
L., (5-68)

que viene a expresar el teorema del valor medio.

d) Valor medio de una funcién de dos magnitudes
aleatorias

En muchos casos se requiere operar no con uno sinc con varios
sucesos aleatorios e introducir una funcién real que depende de los
resultados de cada uno de estos sucesos. Asi, por ejemplo, en las
competiciones de atletismo el resultado de cada participante es un
suceso aleatorio. Ahora bien, el lugar ocupado por el equipo es
funcién tanto de los resultados de los miembros de su propio
equipo, como de los resuifados de los miembros del eguipo rival.

Nos limitaremos al analisis de dos magnitudes aleatorias inde-
pendientes para las que designaremos, respectivamente, por X e ¥
los espacios de resultados del experimento. Designemos por p(x})
v g(y) la distribucién de las probabilidades en los espacios X e

Sea f(x, ¥) una funcién real determinada para x=XeysY
cualesquiera. Entonces se dice que la funcién f(x, y% esta presen-
tada en el producto directo de los conjuntos X X Y. El valor medio
de esta funcién dependerd del cardcter de las disiribuciones de
probabilidades p(x) y g(y)} asi que puede escribirse:

M[fle, gYl=Flx, )=](p, q). (5-70)

Para determinar f(p, ¢) presentaremos cierta y &= ¥ determi-
nada. Con la y propuesta la funcién f(x, y) solamente lo serd de x
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y su valor medio, que sélo dependera de p(x), puede designarse
por fn(y) y se halla por la fé6rmula (5-64):

Melf(x, l=F, ()= gf{x, o) p (x). (5-71)

La magnitud [ (y) ya no depende de x sino solamente de y. La
promediacién por y de esta magnitud da f(p, g):

filp. @y =My}, fy)l=§ fp(qu(y)=ny fx 9)px)giy). (572

e) Esperanza matemadtica condicional

Sea Z el espacio de resultados del experimento y f(z), cierta
funcién numérica presentada en el conjunto Z cuyo valor medio
0 esperanza matematica se determina por la expresidn (5-64),

Supongamos ahora que ocurrié el suceso S = Z. Entonces la
distribucién de probabilidades p(z) se sustituye por la distribucién
condicional de probabilidades p(z|S). Si en la férmula para el
valor medio ponemos en lugar de p(2) la magnitud p(z|S), obte-
nemos la esperanza matematica condicional de la funcién f(z):

, 2 H@e)
M (f— |S)=.= sz{Z)p{Z IS) = WZJ(Z)P{ZI']S] =SESZ p (z>_'
ze zs =3
{5-73)

f) Propiedades del valor medio

1. El valor medio de una magnitud no aleatoria es igual a la
misma magnitud.

Sea ¢ una magnitud no aleatoria, es decir, constante. Enton-
ces ¢ puede considerarse como el resultado de un experimento en
el cual el espacio de resuitados Z consta de un solo elemento ¢ de
suerte que p(¢) == 1. Por la férmula (5-61) hallamos que

Me)=cp(c)=c. (5-74)
2. El factor constante puede sacarse del signo de valor medio
Mcz)= 3 czp(z)=c 2}, 2p(2)=cM (2). (5-75)

& Z ze= 2

3. El valor medio de una suma de magnitudes aleatorias es
Igual a la suma de sus valores medios.

Sean x e y magnitudes aleatorias que tienen espacios de resul-
tados del experimenio X e ¥ y distribuciones de probabilidades en
estos espacios p(x) y g(y). Designemos f(x, y)==x 4+ y. Por la
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férmula (5-72) encontramos que
Fty=2 (x+ y)p(x)q(y)=};xp(x)§q(y} -
+2LOLp=2p@+Lu@=2+g (679

4, L.a esperanza matematica de una magnitud aleatoria cen-
trada es fgual a cero.

Sea x una magnitud aleatoria y v, su valor medio. La magnitud
aleatoria 2 = 2 — v se denomina magnitud aleatoria centrada.
Para la magnitud aleatoria centrada tenemos:

ME) =M(z—v)=M(2) —v=0. (5-77)

g) Momentos. Dispersién. Desviacién cuadrdatica media

Mas importantes caracteristicas numéricas de una magnitud
aleatoria son sus momentos gue se dividen en iniciales y centrales.

El momento inicial de orden s de la magnitud aleatoria z se
determina por las férmulas:

a (2) = § 2p(2) (5-78)
bara una magnitud aleatoria discreta, y
oo
a, (2) = S 2w (2) dz (5-79)

para una magnitud aleatoria continua.

No es dilicil observar que el valor medio M(z) = Z, designado
a continuacién por v o v, constituye el momento inicial de primer
orden o (z). El momento inicial de segundo orden es el valor
medio del cuadrado de la magnitud aleatoria

oy (2) = Z 2%p (2)= M (29 = 22, (5-80)

Si en calidad de magnitud aleatoria se utiliza la magnitud

aleatoria centrada z == z — v, las férmulas (5-78) y (5-79) brin-
dan expresiones para los momentos centrales de orden s, designa-
dos por p:(z). Como se ve en la correlacién (5-77) el momento
central de primer orden es igual a cero.

Sirve como importante caracteristica numérica de una magni-
tud aleatoria el momento central de segundo orden ilamado dis-
persién de la magnitud aleatoria z que se designa por D(z) o
D,. Las férmulas para determinar la dispersién tienen el aspecto:

D(2)=p(2)= Z;. (2 —v.2p(2) (5-81)
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para una magnitud aleatoria discreta y
. v

D@=mw@) = | c—vrw@d (5-82)

—og

para una magnitud aleatoria continua. La dispersion caracteriza
la desviacién de los valores aislados de la magnitud aleatoria
respecto al valor medio, o sea, constituye la caracieristica de dis-
persién de una magnitud aleatoria. Cuanto menor es la dispersién,
tanto més estrechamente se concentran en las cercanias del valor
medio los valores aislados de la magnilud aleatoria.

En una serie de casos la dispersién no resulta cé6moda para
su empleo practico ya que tiene una. dimensionalidad igual al cua-
drado de la magniiud alealoria. Por eso, se utiliza frecuentemente
como caracteristica de djspersién de una magnitud aleatoria, la
raiz cuadrada de la dispersién que ha recibido el nombre de des-
viacion cuadrdlica media que se designa por ¢ 0 0.:

o, = /D (2). (5-88)

Anotemos algunas propiedades de la dispersion.
1. La dispersién de una magnitud no ateatoria es igual a cero:

D(c)= M [{e — &)*|]== M (0)=0. (5-84)

2. La magnitud no aleatoria puede sacarse del signo de de-
presidn elevandola al cuadrado:

D {cz) = M [(cz — v’} = ¢*D (2). (5-85)

Mas adelante estudiaremos algunas olras propiedades de la dis-
persidn.

h) Regresion y correlacién

En los casos en gue es necesario trabajar con varias magnitu-
des aleatorias, por ejemplo, con dos, el vator medio y la dispersién
pueden caracterizar por separado cada una de estas magnitudes.
No obstante, en semejantes ‘casos es muy importante conocer la
influencia de una magnitud sobre la otra, o sea, fomar en conside-
racién el cardcter de'la conexidn entre las magnitudes alealorias.
La regresidén y la correlacién sirven precisamente para expresar
esta conexidn de manera cuantitativa, :

Sean x e y dos magnitudes aleatorias similares a aquellas que
se estudiaron en el § 5-3. Para concretar, vamos a suponer que x
representa la altura, e i, el diAmetiro de los arboles en una parcela
de bosque. A cada arbol va a corresponder un punto en el plano
{x, y), y la totalidad de los arboles se representara por el conjunto
de los puntos mosirados en la ligura 5-5. En el caso examinado
las rhagnifudes vy = ¥ y v, =_7 dan el valor medio de la altura
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y dei diametro de los drboles, y ox 0, caracterizan la dispersién
de la altura y del diametro con respecto a los valores medios.
Junto con el analisis de la altura y del didmetro medios, pre-
senta gran inlerés el estudio de la variacion del diametro en de-
pendencia de la altura del arbol. Sin embargo, el didmetro y es
upa magnitud aleatoria para los &rboles que tienen la misma al-
tura x. Por eso s6lo puede hablarse sobre la dependencia del valor
medio del diametro 7 respecto a la altura 'x, o sea, determinarse
ta magnitud F(x) que constituye el valor medio condicional
M(y|x). Empleando (5-73) y designando por p(x, y) la probabili-
dad compatible de los valores dados x e g,
hallamos:

iz

gl)y=Mly |x)=m- (5-86)
- .

Determinando #{x) para diversas x,
chemos construir, como se muestra-en la  Fig. 5-5. Linea de regre-
igura 5-5, la linea que expone graficamen- sidn §(x)
te esta dependencia y que se denomina
linea de regresién de y por x. Analogamente puede obtenerse la
dependencia %(y) = Af(x)y) llamada regresién de x por y.

Nos limitaremos a esludiar la regresion para el caso de la re-
gresion lineal, el méas sencillo y que se encuentra con la mayor
frecuencia en la préctica, es decir, cuando la linea de regresion es
una tinea recta cuya ecuacion puede escribirse en la forma

Fl)=a+b(x— ). (5-87)

Elijamos los coeficienies a y b de tal modo que obtengamos
la mayor -concentracién de puntos {x, y)} en las cercanias de la
recta 7 (x) lo que puede expresarse por la condicién

¥la, b)=M{[y — 7 (x)}*} == min. (5-88)
Teniendo en cuenta (5-87) la condicién (5-88) brinda el si-
guiente sistema de ecuaciones para determinar a y b:
& g—a=0; . }
M[y(x — ®)] — bo? =0,

(5-89)

Denomineimnos covarianza entre x e y la magnitud
' Pag=coV (X, ) =M[(y —= gL(¥ — ). . (5-90)
Es facil ver que py, puedé representarse como '
Bay= Mlyx —&y—ig(x—3)]=
=My (x — B — GM(x = D)= MIy(x — D). . (5-91)
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Tomando en consideracién (5-91), de (5-89) encentramos los
valores a y b que definen las lineas de regresién:

a=g b=15, (5-92)

Ok

La covarianza p., puede servir de medida de la correlacién
entre las magnitudes aleatorias x e y. Pero, por cuanto nos hemos
limitado al analisis del caso en que la linea de regresi6n es una
recta, la covarianza no va a caracterizar la correlacién cualquiera,

sino solamente la lineal, es decir, la
¥ o tendencia de una magnitud aleatoria a
crecer o decrecer en promedio segin la

© o o %o~ &

o @ 9 "o o, of® ley lineal al crecer o decrecer ofra
©00 %g oo magnitud aleatoria. Para representar
2 ° s con inds claridad cémo depende la cova-

» Tianza del caracter de la correlacion
—~ entre las magnitudes aIe‘:‘atorias serd
i, 5.6, i¢n  util examinar los casos extremos.
gf;%a slp?s #?gesiff:ie;eg;ﬂee?tor! l. pay = 0. Esto significa que 6=0,
rias independientes F=a y la linea de regresién es hori-
zontal como se muestra en la figura 5-6.
Como vemos, en los puntos experimentales los valores y se agru:
pan alrededor del valor a independientemente del valor x. Luego,
en el caso dado x e y son las magnitudes aleatorias indepen-
dientes.

2. La correlacién enire x e y serd la mdas estrecha si dichas
magnitudes estan ligadas mediante una dependencia funcional li-
neal. Entonces, todos los puntos experimentales van a estar en la
linea de regresién de tal modo que y = F(x). Sustituyendo F(x)
por y transcribamos la ecuacién de la linea de regresién en la
forma

Y= =t (e —3) (5-93)

x

Hallamos la dispersién o} para este caso:
z

o= My — P =22, (5-94)

3
Ux

de donde
Py = GOy (5-95)

Asi pues, dependiendo del grado de correlacién entre las magni-
tudes x e g, la covarianza p,, puede cambiar de 0 a o.ay,.

Es un poce incémodo estimar con ayuda de la covarianza pa,
cuan estrecho es el nexo entre las magnitudes aleatorias x e y,.ya
que py, depende de la dispersion de éstas. Mas comodo resulta
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utilizar coh dicho objetivo el coeficiente de correlacién

By
TyeOy '

rxy= {5‘96)
que puede fluctuar entre los iimites desde cero para las magnitu-
des aleatorias independientes, hasta la unidad, si las magnitudes
aleatorias estan relacionadas mediante una dependencia funcional
lineal.

El empleo del concepto de covarianza permite obtener correla-
ciones sencillas para el valor medio del producto y la dispersién
de la suma de dos magnitudes aleatorias.

Proponemos al lector comprobar por si mismo que en esios
casos se emplean las correlaciones

Xy =X+ Weyi (5-97)
D (x4 )= D (x) + D (y) + 24z, (5-98)
Cuando las magnitudes aleatorias x e y son independientes,
Xy =%, (5-99)
D(x+y)=D(x)+ D (y)- (5-100)

5-6. PROCESOS ESTOCASTICOS DISCRETOS
a) Tipos de procesos estocdsticos discretos

Supongamos que cierto sistema que se halla bajo la influencia
del total de condiciones exteriores puede alterar casualmente su
estado en los momentos de tiempo discretos designadns conven-
cionalmente por 0, 1, ...; los infervalos entre ellos se denominan
pasos. Entonces, a resultas del rn-esimo paso el sistema toma el
estado x,, que podemos considerar como el resultado de cierto ex-
perimento y, por consiguiente, serd elemento del conjunio de los
resulfados admisibles para este paso:

Zn == {25’, 2?, veay Zgn}-

Consideremos que-el conjunto Z, consta de un solo elemento
2} que representa el estado inicial del sistema. La secuencia de
estados asumidos por el sistema xg, %, ... se denomina proceso
estocastico.

El proceso estocastico estara presentado si en cada paso esté
dada la distribucion de probabilidades en el espacio de resultados
que determina los estados a los que puede pasar el sistema como
resultado del paso siguiente. Esta distribucidn de probabilidades
depende, en el caso general, de los estados asumidos en todos los
pasos anteriores, y para cualquier n, se determina por el juego de
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probabilidades condicionales:
P(x

L+ Pl (5-101)

=z}t X, ..., %), R 2

a+l
siendo

Lﬂ
kgp(xn“::zg""]xu, vees 2= 1, (5-102)

El proceso estocdstico va a continuar infinitamente si no lo
rompemos artificialmente en algiin paso. En la practica siempre
nos es necesario interrumpir el proceso después de un nfimero fi-
nito determinado de pasos, es decir, operar con procesos finitos o
de pasos mdltiples. No obstante, los procesos infinitos son aproxi-
maciones ttiles de los procesos finitos que son mas reales, maxime
que a menudo éstos resultan més sencicljlos desde el punto de vista
analitico.

Se denomina no confrolado el proceso estocistico en el cual no
podemos intervenir, o sea, influir en la distribucién de probabilida-
des (5-101).

Seglin la indole de la distribucién de probabilidades (5-101),
los procesos estocasticos se dividen en una serie de tipos de los
cuales los mas difundidos son los procesos con valores indepen-
dientes, los de pruebas indépendientes v las cadenas de Markov.

Un proceso estocéstico finito se denomina proceso con valores
independientes si la distribucién de probabiiidades en el espacio
de resuitados durante cada paso no depende de los resultados de
los pasos anteriores:

P(xu=zﬂxo’ Sty xn—l)ﬁp(xung)' (5'[03)

Es cémodo designar esta distribucién de probabilidades simple-
mernte por p,(2), donde 2= Z,,, n = 0,1 ...

Una importante propiedad del proceso con valores independien-
tes consiste en que cualquier secuencia de estados xq, X1, ..., Xa
puede considerarse como el total de los resuitados independientes
del experimento. Luego, la probabilidad de que aparezca esta ses
cuencia serd jgual al producto de las probabilidades de los resul-
tados que forman parte de ella, lo que puede escribirse en la forma

P(-\fa; Xy vvey ‘tﬂ)=p0 (v"o) 201 (xl} vee Py (xn)v

ez, i=0,1,..., 1 (5-104)

Un imporianie caso particular de procesos con valores inde-

pendientes son los procesos de pruebas independientes. El proceso

de pruebas independienies es un proceso con valores independien-

tes en el cual el espacio de resultados del experimento Z =

= {25, 2, ..., 2.} y la distribucién de probabilidades en este es-
pacio son iguales en cada paso, es decir,

Pr(2)=pu(z)=p(2) (5-105)
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con cualquier z &< Z y cualesquiera m y n. En otras palabras, cl
proceso de pruebas independienies constituye la multiple repeti-
cion de un mismo experimentio en las mismas condiciones.

Como en el caso de los procesos con valores independientes, la
probabilidad de obtener una secuencia concreta de resultados del
experimenlo X, X5, ..., X, en el proceso de pruebas independien-
tes, es igual al producto de las probabilidades de los resultados se-
parados.

Un proceso estocaslico se denomina cadena de Mdrkov si el es-
pacio de estados Z = {2y, 25, ..., 2L} es el mismo para cada paso
y la distribucién de probabilidades de los resultados en cada paso
so6lo depende de los resultados del paso anterior, de suerte que

plXppi=2|x ..., X))=plx,., =2 [ 2,). {5-106)

Es conveniente introducir otras designaciones para las probabi-
lidades del tipe (5-106). Supongamos que en el n-ésimo paso el
sistema se hallaba en el eslado z; = Z. Entonces la distribucidn
de probabilidades (5-106) dcterminara la probabiladad de que en
el paso (i 4 1) el sistema se halle en el estado z; & Z. En el caso
general dicha probabilidad depende del nimero del paso y puede
designarse por py;(n). De esta manera, las probabilidades

pij (n)=plx, 1 =24 x, = zy), (5-107)
que satisface la condicién
L
=0, == 1, :
Py (n) ’;pu (n) (5-108)

son las probabilidades de transicion del estado 2; al eslado z; en
el paso n.

La cadena de Midrkov se llama no homogénea en caso de que
las probabilidades de tramsicién p;;(n) dependan del namero del
paso n. Sin embargo, juegan un gran papel en diversas aplicacio-
nes las cadenas de Markov homogéneas en las que las posibilida-
des de transicion se mantienen iguales para cualquier paso y pue-
den designarse simplemenie por p;;.

b) Proceso de pruebas independientes con des resultados.
Distribucién binomial de probabilidades

£xaminemos méas detalladamente el caso en que en el proceso
de pruebas independientes sélo nos interesan dos resultados de
cada experimento, a saber, ocurrird o no cierto suceso § como re-
sultado de dicho experimento. Vamos a denominar éxito a un resul-
tado del experimenio y fracaso, al otro.

Designemos por p la probabilidad de éxito en un experimento
aislado, y por ¢ = 1 — p, la probabilidad de fracaso. Hagamonos
la pregunta cudl es la probabilidad w(r, n, p) de que con n experi-
mentos vayan a ocurrir r éxitos,
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Para mayor comodidad, designemos por 1 el éxito del experi-
menio y por O, su fracaso. Con esto, al logro de r éxitos con n
experimentos va a corresponder una secuencia de a1 resultados que
consta de r unidades y n — I ceros. Como que los resultados de
los éxitos separados son independientes, |a probabilidad de esta
secuencia es igual al producto de las frobabilidades de dichos re-
sultados separados y se determina por la expresién

prg-r. . {5-109)

El ndmero fotal de distintas secuencias de n elementos que

contienen r unidades, es igual al nimero de combinaciones de n
elementios por r, es decir,

(f)=m;?:-_r)r (5 110)

Ya que todas esias secuencias son incompatibles (si aparecié
una de ellas, queda excluida la posibilidad de que surja cualguier

w(r, 10.4)

8300
0,268 )
8203
197 /]
e9 mraozf ao0/  Qooo
{ agos a0 0000 .

g ! 2 3 4 S5 6 7 8 9 10

Fig. 5-7 Distribucién binomial

otra), la probabilidad de que aparezca cualquiera de ellas seré
igual a:

w(r, n, py=(")pgrr. (5-111)

Es facil comprobar que con esto la probabilidad suma de que
aparezca cualquier nGmero de sucesos de 0 a n es igual a la
unidad.

La distribucién de probabilidades determinada por la [érmula
(5-111) se llama distribucién binomial. Para representar clara-
mente la naturaleza de la distribucién binomial, en la figura 5-7
se muestra la grafica de dependencia de las ordenadas de esta dis-
tribucién respecto a r para n == 10 y p = Y5, es decir, la gréfica
de distribucién w{r, 10, Ys).

Muy a menudo, es necesario delerminar el valor r con el que
la distribucién binomial alcanza el maximo, Calculemos previa-
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mente la relacidn de dos ordenadas adyacenies de la distribucién
binomial

n r_sq—r
nra E
wir,n.p) (r) __{u—-r+|!p. (5-112)

w(r—l.n.ﬁ)_((il)prﬂqn_;H rq

Esta relacidon no serd menor de la unidad si r=(n -4 1)p
Luego, la funcién w(r, n, p) alcanza su maximo dado

r=-ent(n-+ )p, (5-113)

donde se ha designado por ent x la parte enlera del naimero x.
Sirven de caracteristicas numéricas de la distribuciéon binomial

el valor medio v, y la dispersién o? que se determinan por las

correlaciones

v_=np ol =npq. (5-114)

r

c) Distribucién de Poisson

Los valores w{r, n, p) son de dificil célculo en caso de ser
grandes las n. Sin embargo, hay métodos aproximados que simpli-
fican notablemente el cdlculo de estas probabilidades. Uno de ellos
es sustituir la distribucion binomiai por ta de Poisson.

Sea w(r, n, p) la distribucién binomial. Es facil cerciorarse de
que el limite de esta distribucién con n -~ o0 y p >0 a condicién
de que np = a = const, de suerte que p = a/n es,

tim w(r, n, njfa) =22, (5-115)
i r!

La distribucién del tipo (5-115) se designa por w(r,a) y se
llama distribuciéon de Poisson. De esta manera,
Fa—a

wlr, q)=22
r!

(5-116)

Conslituye una particularidad caracteristica de !a distribucién
de Poisson el hecho de que el valor medio y la dispersion de esta
distribucién son iguales y valen a a.

La distribucién de Poisson constituye una buena aproximacién

a la distribucién binomial con pequefias p. Asi, para p << 0,01
puede sustituirse el célculo de 1a distribucion binomial por el cém-
pufo de la distribucién de Poisson comenzando por n = 10.
- Aundgue hemos llegado a la distribucién de Poisson como al
caso extremo de distribucién binomial, no obstante, ella representa
una distribucién de clase independiente de los procesos estocasti-
cos, denominada clase de fenomenos aleatorios raros.

Examinemos la secuencia de sucesos S que siguen uno tras
otro al cabo de intervalos de tiempo alealorios. El nimero de estos
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sucesos qué ocutren eh un intervalo de duracion « serd una magni-
tud aleatoria con valor medio de v donde A es ¢l nimero medio
de sucesos en la unidad de tiempo. Impongamonos la tarea de
determinar la probabilidad de que en el intervalo v ocurran exacta-
mente r sucesos.

Vamos a considerar raros los sucesos S en el senlido de que
puede dividirse el intervalo v en pequefios intervalos de duracion
At en cada uno de 105 cuales no pucde ocurrir mas de un suceso S.
El nimero lotal de estos intervalos es igual a n = v"Ar-y la pro-
babilidad de que el suceso ocurra en uno de los intervalos A, igual
a p = At/n, de modo que np = ir. Por cuanto puede considerarse
que en cada uno de los intervalos Ar el suceso S ocurre indepen-
dientemente de si acaecid v no en otros intervalos, arribamos al
proceso de pruebas independientes con distribucién de probabili-
dades w(r, 1, p), donde np = it

Sin embargo, la suposicion de que en el intervalo Ar no puede
ocurrir mas de un suceso S, solo quedara justiflicada en el caso en
que la duracién de dicho intervalo sea muy pequena, es decir, en
el limite con At— 0. Entonces, como n-+co y p—0, dado np =
= )1 = const, el proceso de los fenémenos raros obedece a la
ley de Poisson con la distribucién de probabilidades

(lﬂr e—}-‘.t

w(r, At)= —

(5-117)

d) Distribucién exponencial. Concepto de fiabilidad

En muchos problemas es de interés ta distribucién de probabili-
dades para los intervalos de tiempo entre los sucesos alealorios en
el proceso de pruebas independientes, De la {érmula (5-117) para
r =0y r =1 cbtenemos:

e~** es la probabitidad de que en el intervalo de duracién t no
acontfecerd ningin suceso;

Are~** es la probahilidad de que en el intervalo de duracidén «
ocurra exactamente un suceso,

La probabilidad de que en el intervalo de duracién v ocurra
mas de un suceso, es igual a:

= (e et =1 —{[1 —ar + G5 — ]

] EEP R A | P SO E

Como vemos, esta probabilidad es proporcional a la magnitud
{%7)2, lo que significa que con pequefias it podemos despreciar la
probabilidad de que tengan Jugar dos o mas sucesos en el inter-
valo r. Entonces, la probabilidad de que acontezca un suceso en el
intervalo t serd igual a: 4

F(r, ty=1—e"*7, 1220, (5-119)
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Dicho con propiedad, la cxpresién (5-119) determina la probabi-
lidad de que el tiempo en el cual ocurre un suceso no exceda de T
Diferenciando (5-119) por t obtendremos la densidad de distribu-
cién para esta probabilidad que representa 1a probabilidad de que
¢l suceso ocurra en el momento

wk, T)=2re"*, =0. (5-120)

Conociendo la densidad de distribucién para t es facil deter-
minar el tiempo medio durante el cual no ocurre ningin suceso:

o

et = | 0 (A1) dr =1, (5-121)
g

Las férmulas (5-119) y (5-120) definen la distribucién expo-
nencial que juega importante papel en la teoria de [a fiabilidad.

Supongamos que cierto dispositivo consta de un gran ntmero
de elementos, cada uno de los cuales puede averiarse con el tiempo.
La averia del clemento se llama su fafla. En la mayoria de los
casos las fallas de algunos elementos ocurren independientemente
unas de otras y su secuencia puede considerarse como un proceso
de sucesos independientes en el cual 2 determina el numero de
fallas en la unidad de tiempo y se llama infensidad de fallas y la
magnitud 17, segfin (5-121) determina el tiempo medio de fun-
cionamiento sin fallas.

Habitualmente se emplea como caracteristica de fiabilidad del
equipo, la magnifud A(r) denominada peligro de falla, que expresa
la densidad de distribucién de la probabilidad de falla en el mo-
mento v bajo la condicién de que no han ocurrido fallas hasta
ese momento.

Definiremos previamente la magnitud A (1) Ar que da la probabi-
lidad de que la falla ocurrird en el intervalo Av bajo la condi-
cion de que con anterioridad no ha habido fallas durante un
tiempo 1. Por la férmula de la probabilidad condicional

h(0) Ao = B DT (5-122)
de donde hallamos que ) '
h(n) =2t (5-123)

Para la distribucion exponencial tenemos:
’ —AT
k(")‘:%‘:‘w= . (5-124)

es decir, la funcién del peligro es constante e igual a la intensidad
de fallas,

L.a experiencia de explotacion de equipos radicelectrénicos
demuestra que la gréfica de la funcion h(t) tiene el aspecto de la
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curva representada en la figura 5-8. La seccidn inicial de esta
curva se caracteriza por una elevada intensidad de fallas que se
explica por la existencia en algunos elementos de los defectos ocul-
los que se ponen de manifiesto duranle el periodo iniciai de
funcionamiento. La intensidad de fallas también crece con gran-
des 7, lo que es debido al “envejccimiento” de los elementos que
se manifiesta en que empeoran las propiedades de éstos después de
una prolongada explotacién. La infensidad constante de las fallas
y, vale decir, la distribucién exponencial sélo existe en la seccién
media de la grafica h(t).

No obstante, es posible librarse de la elevada intensidad de las
fallas en el periodo inicial, sometiendo previamente el equipo a
“entrenamiento” antes de comenzar su cxplotacidén. Por otro lado,
el crecimiento ininterrumpido de los requerimientos de catidad del
equipo, resultado del progreso técnico, conduce a que con el tiempo,
la calidad de éste deja de satisfacer las nuevas exigencias mas

Rz

£

Fig. 3-8 Aspecto tipico de la distribucién del ticmpo nasta la falla

clevadas. Ocurre ¢l gasto moral del equipo que generalmente co-
mienza antes que se inicie un envejecimiento manifiesto de los di-
ferentes elementos. Esto sirve de fundamento en muchos casos
para considerar que la dependencia k(t) es constante e igual a A
durante fodo el perjodo de explotacién del equipo, o sea, para
emplear la ley exponencial de distribucién al evaluar la fiabilidad.

e) Cadenas de Markov

Sea Z = {2, ..., 21} el espacio de resultados del experimento
o el espacio de estados de cierto sistema, igual para cada paso del
proceso estocdstico. En tales casos es cémodo designar los estados
del sistema simplemente por los subindices de z, entendiendo por j
el estado z; = Z. Con esto, el espacio de estados va a representarse
mediante el conjunto de subindices J = {l, ..., L}.

Designemos por m, == (nl", ..., wt) la distribucion de proba-
bilidades en el conjunto J para el n-ésimo pase, Entonces, il
determina la probabilidad de que en el n-ésimo paso el sistema se
halle en el estado j. Comno ya se ha indicado, el proceso estocastico
constituye una cadena homogénea de Markov, si las probabilidades
de transicién del sisiema py; del estado i al estado j s6lo dependen
del eslado i en el paso anterior y son iguales para cualquier paso.
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Las probabilidades de lransicion pueden representarse por dos
métodos diferentes. El primero consiste en anotar las probabilida-
des de transicién en forma de la tabla denominada matriz de tran-
sicién y designada por P. Para L == 3 dicha matriz ticne el as-
pecto:

Pn P Pi
Plpy P pxul- (5-125)
Pu Py Paa

La condicién (5-108) a que estan obligadas a satisfacer las
probabilidades de transiciones significa que la suma de los ele-
mentos de cualquier linea en la matriz de iransiciones deberd ser
sin falta igual a la unidad.

[
3

tul~

ajy

Fig. 5-8. Diagramas de transiclones para la cadena de Markov

El segundo método para representar las probabilidades de
transicién consiste en construir el diagrama de transiciones cuyo
ejemplo para un sistema con tres estados se muestra en la fi-
gura 5-9, a. El diagrama de transiciones constituye un grafo cuyos
vértices corresponden a los estados del sistema y los arcos direc-
cionales indican las transiciones posibles de un estado a otro. Las
probabilidades de transiciones se marcan con los nimeros atribui-
dos a cada arco. De acuerdo con la condicidn (5-108) la suma de
las probabilidades para los arcos que parten de cualquier vértice
del grafo debe ser igual a la unidad.

gn distintas ramas de la ciencia y la técnica muchos procesos
pueden ser reducidos a las cadenas de Markov. En sociologia las
cadenas de Markov ayudan a estudiar los problemas del cambio de
la estructura social o profesional de la pobtacién, de la migracién
de la poblacién, etc. En biologia con ayuda de las cadenas de
Mirkov se estudia 1a naturaleza del desarroilo de algunas especies
de animales y plantas. En fisica se emplean las cadenas de Markov
para estudiar la difusion de los gases. En {écnica con el concurso
de las cadenas de Markov se describen ciertos procesos de iransmi-
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sién de mensajes, diversos procesos tecnolégicos, procesos de con-
trol de la capacidad de funcionamiento y de la brisqueda de fallas
en sistemas técnicos complejos, ete.

Ejemplo 5-9. Una fabrica produce televisores de una miarca determinada.
Dependiendo de si el tipo dado de televiser goza o no de demanda entre el
plblico, la [dbrica puede encontrarse al final de cada afio en une de dos esta-
dos: ], hay demanda; 2. ne hay demanda Al pasar el tiempo la demanda cam-
bia de tal modo que existe la probabilidad /5 de que a finales del afo la fi-
brica se quede en el estado 1, Por olra parte, si resulta que la fdbrica se en-
cuenira en el estado 2 se tomaran medidas para modificar y perfeccionar ¢l mo-
delo en produccidn, asi que con la probabilidad 3/; la [dbrica pasard a finales
del afio siguienic al estado 1.

En el ejemplo dado el desarrollo de la produccién se representa por medio
de la cadena de Markov con matriz de transiciones

A
B B
P32
T 5

El diagrama de transiciones se muestra en la figura 5.9, b.

Al estudiar las cadenas de Mdarkov es necesario aclarar ante
todo cémo va a variar la distribucién de probabilidades de los
estados m, cuando el sistema adelanta un paso. Designemos por T
el suceso que consiste en que en el paso (n - 1) el sistema se
halla en el estado j.

En correspondencia con las designaciones convenidas la pro-
babilidad de este suceso sera igual a PT)=n!l},. Designemos
por §; el suceso consistente en que en el n-ésimo paso el sistema
se halla en el estado i, de suerte que P(8,)=mn". Con esto, p;; va
a representar la probabilidad de que el sistema en el paso (n 4+ 1)
se encuentre en el estado j si el mismo se hallaba en el estado ¢
en el paso n, es decir, p;; = P(T|S;). Por la {érmula de la pro-
babilidad completa (5-42) hallamos:

L
n‘,‘r.l|.|=!zl ﬂE’P”a f= 1, ey Ey (5'126)

La férmula (5-126) permite determinar sucesivamente, paso
a paso, el cambio de la distribucién de probabilidades de los esia-
dos del sistema si se conoce la distribucion inicial de probabilida-
des.

Ejemplo 5-10. Supongamos que en el momenlo inicial la fabrica del ejem-
plo 5-9 se halla en el esfado 1, o sea, la distribucién inicial de probabilidades
tiene el aspecto @y == (I, 0). Utillzando la férmuia (5-126) v la malriz de tran-
siciones, hallamos para el primer paso:

] {1
n=nfly A afflp, =1.

40
all =af'pp +afpy=1.5 40



Para el segundo paso

afl'=076 alf =024

Continuando estos céleulos obtencmos el
cambio consecutive de distribucién de las pro-
bhabilidades dado en la tabla 5-1 con el estado
inicial (1,0). En esta tabla se ve que al crecern
la magnitud =)' se aproxima a 075 y la
!, a 025

5i el estado inicial del sistema es el esta-
do 2, o sea, my = (0,1), la distribucion de pro-
hahilidades en los pasos consecutivos tendra el
aspecto dado en la tabla 5-1. En esle caso al

crecer o las magniudes ”‘ ¥ n'z' se apro-
Ximan a qu.IEHOS mismos valorus 075 y 0,25
que se tenian con la distribucion micial my =
= (1,0). Como vemos, en la cadena de Markov
dada después de un gran namero de pasos las
probabilidades de transiciones se vuelven inde-
pendientes del estado inicial del sistema,

Si en una cadena de Markov exisle
la distribucién limite de las probabili-
dades correspondiente a n — oo e inde-
pendiente del estado inicial del sistema,
entonces esta distribucidn de probabili-
dades determina el régimen limite o
estacionario del sistema. En este caso
el sistema se denomina esfdticamente
estable (isostdtico) y el proceso de Mar-
kov en dicho sistema, ergodico.

Designemos por s = (nll), ..., nt)
la distribucion estacionaria de las pro-
babilidades de una cadena ergddica de
Mirkov. Las componentes nt) de esta
distribucidn pueden hallarse por las
ecuaciones (5-126) que con n— oo ad-
quieren la forma:

L
==Y allp, j=1,..., L (5-127)
=l

Sin embargo, no todas las L ecua-
ciénes (5-127) son linealiente indepen-
dientes, ya que las probabilidades nt?
estan . asociadas entre si por medio de
la correlacidn

L

> ah=1. (5-128)

=1

Tabla 5-1

0,?49?5’ 2

1),7488

0,744

028 | 0255 | ozsi2 | os0m | .

Estads inictal my=id,1}

072

0,6
04

0,75008

02498 | 024992 | .

0,754

Cambio de distribucién de probabitidades de los estados del proceso de Mirkov

0,752

Estado Inicial mg={1,0)

0,76

02 | 024 l 0,245

0.8

i

"
2)
ﬂ“

20




Por eso, para delerminar las L componentes desconocidas i
de la distribucidn de probabilidades n es suficienle tomar L — 1
ecuaciones cualesquiera (5-127) y resolverlas junto con la ecuacion
(5-128).

Ejemplo 5-1f, Para |la matriz de transiciones en el ejemple 5-9, la primera
de las ecuaciones (3-127) tiene la forma:

il i

aV'=al',, + " ﬂn_,.néuu'—}——g—n‘g'.

La ecuacidn (5-128) da:
2 oy

“'+n
Resolviendo conjunlamente estas ecuaciones, hallamos:
atll=075 a'¥=025

Se denomina proceso {ransitorio el proceso de transicidn de la
cadena ergddica de Mirkov desde su estado inicial hasta el régi-
men estacionario. El proceso transitorio se describe por la secuen-
cia de distribuciones de las probabilidades n, paran=12 ... y,
con ta distribucién inicial de probabilidades dada, m, puede obte-
nerse mediante el empleo sucesivo de la iérmula (5-126) como se
hizo en el ejemplo 5-8. No obstante, es posible proceder de otra
manera.

Introduzcamos en el andlisis las magnitudes pi! que deter-
minan la probabilidad de transicién del sistema en [ pasos del
estado ( al estado j:

o= p(tuH—]I.r"—L) n=0,1,... (5-129)

Las probabilidades p!) hacen posible determinar la distribucién

de probabilidades m; por la distribucidn ng segin la férmula ana-
loga a (5-126):

il == Z dpd, J=Il, L (5-130)

Para establecer el vinculo de las probabilidades de transicion
p‘f‘; con las probabilidades p;; hagamos [ = {| + [, considerando
la transicién del sistema del estado mp al estado sy en dos etapas:
transicion del estado my al estade my, y después, la transicion del
estado t;, al estado m,=wm, ;.. Entonces,

L
= k; A, (5-131)
donde
L
b = E,l nliiplis), (5-132)
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Sustitfuyendo el valor de =f¥ en (8—131), oblenemos:
L L L L
= k; pifimél aiply = ‘; b él plpy. (5-133)
Comparando (5-133) con (5-130), hallamos que
L
b ) s i gtlt -134
P 2 Pl (5-134)
Para calcular sucesivamente las probabilidades de {ransicion

i, p ... es conveniente hacer I} ={— 1y b =1 cen (5-134).
Con eaio obtenemos

L
)= H—11 5.1
Pijy kgl Pix Pi (5-135)
Suponiendo conseculivamenle que { =1, 2 ... y teniendo en
cuenta que segin la definicién de probabilidades de transicién pi;
I3 ={l’ b= 5-136
*00, ek, Gl
obtenemos:
L
Py =pyp pﬁ‘:él PipPrpr « o+ (5-137)

La expresion (5-135) puede generalizarse para el caso de una
cadena de Markov no homogénea en la cual las probabilidades de
transicién dependen del nimero del paso. En este caso, vamos a
entender por probabilidad py;{n, ny) para n << ny la probabilidad
de que en el paso n,; el sistema se encuentre en el estado j si en el
paso n éste se enconfraba en el estado i:

py(n n)=p(x,=jle,=1i), a<n. (5-138)
Entonces, por analogia con (5-130), tenemos:
L
aft = 2 allpy (o m),  n<m, (5-139)

Por otro lado, considerando cierta n’ que satisface la condicién
n << n’ < n, podemos representar «ff) en la forma:

:r,'f'=| Z u““p“ (n n)= Z pﬂ(n n) Z i, (n, 0')=

= E: aff) :;; P (n, ') py (', 1) (5-140)

171



Comparando (5-139) con (5-140) hallamos:

L
piy(n, n)= 3 pyin, n’)pu(n’, n) (5-141)

k=1

para cualquier n << n’ << n;. La correlacién (5-141) se denomina
ecuacion de Chapman — Kolmogdrouv.

5-7. ELEMENTOS DE ESTADISTICA MATEMATICA

a) Objeto de la estadistica matematica

El desarrollo de la ciencia y la técnica exige ahondar mis y
mas en la esencia de los fendmenos de la naturaleza. Sin embargo,
los propios fenémenos de la naturaleza se alzan ante nosotros en
forma de una enorme cantidad de hechos y observaciones variados,
que a su vez constituyen el resultado de la accién de un conjunto
de factores, una parte de los cuales constituye la base del fené-
meno considerado, y otros son secundarios, sin importancia y con
frecuencia enmascaran sencillamente la esencia del fenémeno. Ha-
cen falta grandes conocimientos y maesiria para eliminar toda la
informacion de segundo orden y revelar los dalos fundamentales
y esenciales contenidos en las observaciones.

Los métodos de estadistica matematica brindan la posibilidad
de presentar el conjunto de resultados de la observacién en una
forma compacta y adecuada para su examen. Ellos permiten se-
parar del conjunto de observaciones la informacion importante
presentdndola en forma de un pequefio nitmero de indices de resu-
men. Si resulta que los datos existentes son insuflicientes para
comprender la esencia del fenémeno y se requiere llevar a cabo un
experimento adicional, los métodos de estadistica matematica per-
miten responder a la pregunta de cémo efectuar dicho experimento
para simplificar en grado méximo el trabajo del investigador tanto
en la realizacidn del experimento como en la elaboracién de los
datos experimentales.

De lo dicho se infiere que la estadistica matematica es la cien-
cia sobre los métodos para elaborar gran cantidad de datos experi-
mentales con el fin de obtener de ellos deducciones correctas.

En la seccién dada no es posible abarcar todos los problemas
solucionables por métodos de estadistica matematica a los cuales
estd dedicada foda una serie de libros de texto y monografias.
Por eso, sélo nos limitaremos a estudiar los métodos mas difundi-
dos para resolver los problemas estadisticos. En el capfitulo 9 se
ofrecerd el desarrollo de algunos de estos métodos realizado desde
el punto de vista de la teoria de toma de decisiones,
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b) Concepto de muestreo aleatorio

Sea x una magnitud aleatoria unidimensional con la funcién de
distribucién de probabilidades F(x). Examinemos la magnitud
aleatoria de n dimensiones

(0, ..., xIn), (5-142)

cuyas componentes separadas son magnitudes aleatorias indepen-
dientes con iguales funciones de distribucién de probabilidades
F(x). La funcién de distribucién de probabilidades de esta magni-
tud multidimensional se determina como el producto de las funcio-
nes de distribucién de probabilidades de sus componentes

3
TLF (). (5-143)
=]

Es comodo considerar las magnitudes aleatorias xf® como re-
sultados de cierto experimento. Entonces la magnitud aleatoria
multidimensional (5-142) puede considerarse como el resullado de
la realizacion consecutiva de n experimentos independientes en una
misma instalacién experimental o como resultado de n experimen-
tos simultaneos en n instalaciones experimentales de un mismo
tipo.

Ya que siempre existe la posibilidad siquiera teérica de realizar
un namero ilimitado de experimentos puede hablarse de upa co-
leccidn infinita de nQimeros aleatorios (x(?)} con la funcién de dis-
tribucién de probabilidades F(x). Esta coleccién infinita se de-
nomina conjunto infinito con funcion de distribucién de probabili-
dades F(x).

Cada resultado concreto del experimento, y por lo tanto, cada
20 de la coleecidn finita (5-142), puede considerarse como la se-
leccién de une de los numeros del conjunto infinito. La coleccién
completa (5-142) representa la secuencia de n de estas muestras
y se denomina muestreo aleatorio.

c) Teoremas limites de la teoria
de las probabilidades

Presenta gran interés en la estadistica mafematica estudiar el
cambio de propiedades del muestreo aleatorio al aumentar su volu-
mer y, en pariicular, las correlaciones limites que se obtienen con
n - oo, Con esto, juegan un papel principalisimo la desiguaidad
de Chébishev, la ley de los grandes niimeros que se deriva de ella
y €l teorema central limite.

Si x es una magnitud aleatoria con esperanza matemaética v
y dispersion o? es vilida la desigualdad siguiente llamada des-
igualdad de Chébishev:

P(1x—v 210 < 5. (5-144)
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Para demostrar esia desigualdad fraccionemos el eje real en
tres intervalos:
le=(—o0,v—24al; I's(v—io, v+2a); I"=]|v-+io, + o)
La dispersion de la magnitud x puede escribirse en la forma:
+ o3
o= S (x — v w(x dr= S {x — v wix)dx +
-—a i .
-+ S (x—~2wix)dx + S (x—vi?w(x)dx.
i fid
Omitiendo en las expresiones para o? el sumando correspon-
diente al intervalo {’, obtenemos:

ol S (x —vi2w(x, dx 4 S (x — v?w x, dx.
i I

Por cuanto en el intervalo / x — veS—Jho yenel /' x —v=hko
sélo se incrementa la desigualdad si en ambos integrales sustitui-
mos (x — v)? por A%0% Asi pues,

KM P(xSv—ho)+ P x= v+ ho)) = M20?P (| x — v | == Ao)

lo que equivale a [a desigualdad (5-144).

La desigualdad (5-144) determina la probabilidad de que la
magnitud x — v salga de los iimites del intervalo (—Ao, 4-1o). No
obstante, puede determinarse la probabilidad de que la magnitud
x — v no salga de los limites del intervalo indicado. Esta probabi-
lidad es igual a:

Pllx—v|<dtol=1—P{lx—~I=ho),
o tomando en cuenta la desigualdad (5-144),

Plx=v|<ho) =1 — 5. (5-145)

Si designemos Ao por g, esta desigualdad toma la forma:

ol

P{]x—v|<s)_.331—-?—. (5-146)
~ Vamos a referirnos al anélisis del muestreo aleatorio (x, ...

+.,:%n} de volumen n. Designemos por ¥ la media aritmética de
este muestreo, que es igual a: :

. (5-147)

M=

..___l
r=7
I

-
]

Con el objeto de simplificar las notaciones de semejante tipo
en lo sucesivo vamos a utilizar et.simbolo $-0 8, para designar la
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sumacion de todos los datos de muestreo. En tal caso la correla-
cion (5-147) se escribird en la forma:

F=—S ()=S0 (5-148)

La dispersién de la magnilud x segin (5-85) y (5-100) sera
igual a:

D =D[2R2]) =L siDm) =, (5-149)

Sustituyendo en (5-146) x por ¥ y respectivamente g por a%/n,
obtendremos:
P

donde v es la esperanza matematica ¥ que constituye el valor me-
dio para el conjunto infinito del que se ha tomado la muestra.
En la expresién (5-150) se ve que con n — oo y cualquicr
e >0
P

lo que expresa la ley de grandes nidmeros. De ella se deduce que
con grandes n y una probabilidad tan cercana a cero como sea
necesaria, la media aritmética coincide con la esperanza matema-
tica v = M (x) de la magnitud x.

Expongamos sin demostracién una de las correlaciones limites
mas importantes de la teoria de las probabilidades que ha recibido
el nombre de feorema central limile. Sea (x;, ..., Xa) una secueil-
cia de magnitudes aleatorias que, en el caso general, tienen dife-
rentes funciones de distribucion de probabilidades Fy(x), ..., Fa(x),
Jos valores medios vy, ..., va y las dispersiones o}, ..., o%. Desig-
nemos

Sny|<el -5 (5-150)

ne?

S

———vl(e}—*], (5-151)

n

=180 ve=rSO)r S=_S0) 6152

El teorema central limite afirma que si las magnitudes alealo-
rias xi, ..., X, son independientes y tienen dispersiones finitas de
un mismo orden, entonces, habiendo un gran namero de sumandos,
la magnitud de la media aritmética x se aproxima a la distribucidn
normal con el valor medio v y la dispersién s Observando que
en este caso la magnitud

F—v
== —

s/afa
tendra valor medio nulo y dispersién unijtaria, basandonos en el
teorema central limite podemos afirmar que con n - co se cum-
plira la correlacién

ooy
I—v ! = 8
P(W; < ,J)__,., 5 ‘She du. (5-154)

t

(5-153)
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Con mucha frecuencia nos tropezamos con problemas en los
cuales la magnitud alealoria a analizar es la suma de un gran
nimero de magnitudes aleatorias independientes. Por ejemplo, el
error de un aparato complicado es el resultado de la accién com-
binada de variadas condiciones exleriores y errores en algunos ele-
mentos de este aparato. En tal caso los errores de gran influencia
se eliminan con facilidad.

Asi pues, si ocurrié una ruptura en un circuito eléctrico, es facit
descubrirla y eliminar. Sin embargo, es dificil encontrar las causas
de los errores de pequefia magnitud. Luego, puede considerarse que
son uniformemente pequefios los sumandos separados del error
suma y afirmarse fundandose en el teorema central limite, que el
error suma va a tener una distribucién préxima a la normal.

d)Problemas de la estadistica matematica

El problema fundamental de estadistica matematica es la deter-
minacién de los pardmetros desconocidos de distribucién del con-
junto infinito por una mueslra finita conocida, Con eso podemos
referirnos a deferminar la propia funcidn de distribucién F(x)
o los parametros separados de la funcién de distribucién tales
comio el valor medio, la dispersién, el valor minimo o maximo de
una magnitud aleatoria, etc.

Por cuanto los elementos de una muestra finita son magnitudes
aleatorias, serd también aleatorio el valor del pardmetro determi-
nado con ayuda de esta muestra. En particular, si lenemos varias
muestras de jgual extensién de un mismo conjunto infinito, cada
una de ellas dard su valor del ?arémetro que nos interesa. Es por
eso que mediante una muestra finita no podemos juzgar con preci-
sidn sobre el valor del paridmetro y Gnicamente podemos estimar
con mayor o menor exactitud este pardmetro. Los valores nume-
ricos de algunos parametros determinados de la muestra finita se
denominan estimaciones de los parametros del conjunto infinito.

En el caso general, de una misma muestra pueden obtenerse
diferentes estimaciones. Supongamos, por ejempio, que existe la
muestra {x,, xs, ..., ¥a} siendo x << xp << ... << X, Yy qlieremos
hallar la estimacion del valor medio. En concordancia con las fér-
mulas (3-24), (3-25) y (3-27) podemos examinar varias estimacio-
nes de la media: la media de todas las observaciones denominada
mediana;

X4 para n impar;
a9

{
& (5-155)
! %(x%_. '+"-‘7_;_+T) para n par;

la semisuma de los valores minimo y maximo:

E=glnt o (5-156)



la media aritmética de todas las observaciones:
F=e Y m (5-157)

¢Cual de estas estimaciones es preferible? Puede darse res-
puesta a esta pregunia si se introducen ciertos criterios a los que
debe satisfacer la estimacion. Examinemos los mas importanies de
ellos.

1. No desplazamiento. La estimacion no debe contener error
sistematico que aumente o disminuya el valor del parametro para
todas las muestras. Esto significa que la esperanza matematica de
la estimacién debe coincidir con el valor real del pardmetro. Si
designamos por « el valor real del parametro y por &, su estima-
cion, el requisito de no desplazamiento se escribe en la forma

M(a)=qa. (5-158)

2. Validez. La estimacién & debe aproximarse a la magnitud
del parametro o a medida que aumente la extension de la muesira.
Como que la estimacidn & es una magnifud aleatoria, sdlo se puede
hablar de esta aproximacién en sentido probabilistico. Asi pues, si
designamos por &, la estimacion o obtenida por la muestra del
volumen n, para una estimacion valida debe cumplirse la correla-
cidn

Pllé, —a|<e]—1 {5-159}
para n - oo y cualquier ¢ = 0.

3. Eficacia. De todas las estimaciones no desplazadas y vélidas
hay que preferir aquella que resulta mas préxima al parametro
estimado, es decir, con la que, al utilizar las diferentes muestras,
las desviaciones grandes se encuentren lo mas raramente posible.
Las estimaciones que satisfacen este requisito se denominan efica-
ces. El requisilo matematico de eficacia significa que se requiere
la dispersién minima de la estimacién

D (& — ¢)=min. (5-160)

e) Estimaciones no desplazadas de la media
y la dispersion

Sea (%, ..., ¥») la muestra de un conjunio con el valor me.
dio v y la dispersion o2 Designemos por % la estimacién para la
media y por s la estimacién para la dispersién.

Habitualmente, se foma como estimacidén de la magnitud v el
valor medio aritmético de la seleccién

"
3 1
x=,'—1‘§:lx;=78(x), (5-161)
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Valores de limile del 95% de l; para ‘'a distribucién %2

5 & 7 8 @ 10 I 12 13 14

n | 2 Ii‘i

%2 | 0,0040,103/ 0352 0,71 [ 1.14

6312171273 (3,3213.94| 46 | 52 | 59 | 66

denominado media muestral. Como se desprende de la ley de los
grandes nimeros, tal estimacién es vélida, o sea, tiende a v cuando
n—> o0,

Por cuanfo la media muesiral ¥ representa una suma de magni-
tudes aleatorias, dicha media serd una magnitud aleatoria. Por eso
puede hablarse de la ley de distribucién de la media muestral, de
su valor medio y la dispersidn.

El valor medio o esperanza matematica de la media mueslra)
es igual a:

M (%)= M IS (v1] = - S [M ()] = v, (5-162)

Como vemos, la esperanza matemética de }a media muestral
coincide con el valor v lo que es indicio del no desplazamiento de
la eslimacion (5-161). La dispersién de ta media muestral segin
(5-149) es igual a a?/n.

Si la muestra esta tomada del conjunto con distribucién normal,
entonces ¥, como suma de las magnitudes aleatorias normalmente
distribuidas, va a tener una distribucion normal que, tomando en
consideracién (5-162) y (5-149), tendra la forma:

w(®=N (v "T’) (5-163)

En muchos casos en lugar de ¥ es comodo examinar la magni-
tud

mfgradiza e

que tiene media nula y la dispersidn unifaria, cuya densidad de
distribucién de probabilidades sera igual a N (0, 1).

Si la muestra fue fomada de un conjunto que tiene una distri-
bucién distinta de la normal, la ley de distribucién de la media
muestral también va a diferir de la normal, no obslante, basdn-
'dose en el teorema central limite, puede considerarse que con gran-
des volimenes de muestras esta ley serd proxima a la ley
N (v, a?/n).

Para encontrar la estimacién no desplazada de la dispersion s?
hatlaremos la esperanza matemalica de la magnifud S{x — ¥)2
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Tabia 5-2
en dependencla del nimero n de grados de libertad

15 6 17 18 i2 20 21 22 23 249 b 26 k) 28 29 40

731808794 10,1[109|11.6]123]13,1|138]146]154}16,2|169|17,7| 18,5

Representando esta magnitud en la forma
Sx—x2=S[{x—v) — (F—V)ji=
=S —v)PE—2F— VS (x—v)+n(t—v?

y tomando la esperanza malematica de cada sumando, obienemos:

M|S(x— 2®]=(n—1)0? (5-165)
o bien
M) w160

De (5-166) se deduce que puede servir de valor no desplazado
de la dispersién la estimacién de la forma

Seml oS (x— B2 (5-167)

Para determinar la ley de distribucién de la estimacion de dis-
persién examinemos previamente una importante ley de distribu-
cién. Si y; son magnitudes aleatorias independientes que obedecen
a la distribucién normal N(0, 1), entonces la magnitud aleatoria

W= y? (5-168)

obedece a la distribucién ¥? (ji-cuadrado) con n grados de libertad.
En este caso el niimerc de grados de libertad se determina por el
numero de magnitudes aleatorias independientes en la suma
(5-168). Para la distribucién %2 se han compilado tablas detalladas
en las cuales se brindan los valores de la probabilidad P — %2
para’ los distintos n, donde ¥? es un numero positivo cual-
uiera,
. La tabla 5-2 es un ejemplo de tabla similar en la que se han
presentado los wvalores de x§ que satisfacen la condicién
p(w? — %2)=0,95 para n del I al 30. _

No es dificil ver. que si pory; -sé entiende la magnitud
(xi — x)/a que satisface las condiciones iinpuestas a y:, enfonces
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la magnitud

xzzzygg(ﬂ—f.;}s{ o (5-169)

=l

va a definir la ley de distribucién para s2

f) Bisqueda de las estimaciones por el método
de mdxima verosimilitud

Muchos problemas de estadistica matematica se reducen a esti-
mar cierto pardmetro o en una distribucién cuyo tipo es conocido.
Por el principio de maxima verosimilitud, como estiniacién del
parametro o se toma el valor que parezca el mas probable fundan-
dose en los datos experimentales.

Supongamos que lenemos la muestra (¥, ..., x,) de un con-
junto con densidad de distribucién de probabilidades w (¢, «), que
depende del parametro «. La densidad multidimensional de distri-
bucién de probabilidades para esta muestra

Luﬂw(x,. ) (5-170)

se denomina funcién de verosimilitud. Segan el princlpio de ma-
xima verosimilitud, se loma como estimacién del parametro ¢ el
valor & con el cwval la funcién de verosimilitud L o, lo que es
igual, el logarilmo de dicha funcién In L alcanza el maximo. El
valor @ puecde hallarse por la ecuacién de verosimilitud

L & 3ln(x, @)
5 ), e D, (&-121)

=1

que se reduce facilmente a la forma

- l dw (x5 @) _ .
; sy da—="0. (6-172)

Para el caso en que la muestra se ha tomado del conjunto con
distribucién normal N (v, o®) definida por (5-54), las ecuaciones
de verosimilitud para determinar los parametros v y o son de la
forma:

"

;fo.—v)=o;

> [ -zt

i=l

(5-173)
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De la primera ecuacién hallamos la estimacién para v

b=t =%, (5-174)

i=1

que coincide con la estimacién no desplazada y valida (5-161)
obtenida antes. La segunda ecuacidn de verosimilitud fomando en
cuenta (5-174) da para o2 la estimacion,

St=— N — B, (5-175)

i=|

que, sin embargo, es desplazada. Por eso, habitualmenle en la
practica se emplea la estimacién no desplazada (5-167).

- Examinemes en el ejemplo siguiente cémo se obtiene la estima-
cion de verosimilitud maxima para ia distribucién exponencial.

Ejemplo 5-12. Para determinar e} plazo medio de duracién del equipo pro-
ducide por una [abrica, se probaron n muesiras (modelos) del equipo duranie ¢
horas. En el transcurso de la prueba m modelos funcionaron sin fallas durante
fodo el tiempo ¢, v n—m modelos fallaron en los momentos T, ..., Tow-m.
Cual es la estimacion mas verosimil del periodo medio de funcionamiente sin
fallas?

Suponiendo que el tiempo en el cual ocurre la falla det equipo obedece a la
ley exponencial (5-120) de {al suerte que la magnitud w(h 1) = hew  repre-
senta la probabilidad de que el equipo se averie en el momento t y la magnitud
e, la probabilidad de que funcione normalmente duranie ¢} tiempo ¢, obtene-
mos la funcién de verosimilitud en la forma

n—m
L= T] @ ( =) (5-176)
f=al
Con esto la ecuacion (5-171) da:
=
o Z (]T — ‘I:i) =0, (5-177)
=1
de donde
n=—=rf
mi -+ Z T
i=l
LT s e s (B8

De manera andloga puede mostrarse gue la estimacién més verosimil de Ja
probabilidad de un suceso para el proceso de pruebas independientes, en caso de
distribucién binominal, es igual a:

- x
p=" (5-179)
donde n es el namero de pruebas y x, el de éxitos,

Si el proceso aleatorio obedece a la distribucidn de Poisson y en la muesira

de n intervalos estan contenidos » sucesos, entonces sirve de estimacién més
verosimil del nimero inedio de sucesos en un infervalo la magnitud

2
G=_. (6-180)
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g) Estimacién de los pardmetros por el método
de intervalos de confianza

En las secciones precedentes se estudiaron los métodos que
brindan la estimacién dei parimetro en forma de cierto namero,
o sea, de cierto punto del eje real. Tales estimaciones recibieron la
denominacidn de puniuales. Por cuanto la muestra es aleatoria, en
muchos casos, sobre todo con pequefios voliimenes de muestra, esta
estimacién puede resultar muy alejada del valor real del para-
metro.

Puede proporcionar mucha mas informacién el indicar el inter-
valo en el cual se halla con probabilidad préxima a la unidad, el
valor del parametro a estimar. De esta manera, si y es una magni-
tud préxima a la unidad, el intervalo (a«y, ay) en el que corl la
probabilidad y se encuentra el valor del pardmetro desconocido o

Ploy, <ae<ao)=y (5-181)

se denomina intervalo de confianza del 100 y %. En la practica,
a menudo nos limitamos al examen del intervalo de confianza de
un 959% sulponien_do que y = 0,95. Si se ha hallado la estimacidn
puntual del pardmetro & y se conoce ia densidad de distribucién
de probabilidades para esta estimacién, los limites del intervalo de
confianza se obtienen por la correlacién que sigue:

(3

S w(8)da=y. (5-182)

ay

En diversos casos en vez de hallar el intervalo bilateral de
confianza (ay, az) sélo se requiere hallar el limite inferior a o el

superior o) para el parametro considerado . Los intervalos defi-
nidos por las correlaciones

P(a>a{)=y y Pla<o))=y, (5-183)

se denominan infervalos unilaterales de confianza del 100 y por

ciento. Los limites «f y o} de estos intervalos se determinan por

las expresiones ,
+ 00 '1-32

w@da=yy | w@da=y. (5-184)
a —c0

1

Supongamos que la muestra del volumen n esta tomada del

conjunto con distribucién normal N (v, 0?) con la dispersién desco-

nocida v y conocida o? de suerte que { = /7 (£ —v)/o. va a tener
la distribucién N (0, 1). Introduzeamos asimismo la designacién
¥ = l-—gq. En este caso el intervalo de porcentaje de confianza
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100 (1 — ¢) se delermina mediante la correlacion

P(—tq < ﬂ’g"—‘” & +:,,)= 1—gq, (5-185)
o bicn
P(;a—fq—“—;<v<f+rq—‘l’;-)=1—q. (5-186)

Teniendo en cuenta (5-58) esta expresion puede escribirse en
la forma

L—g=D{,) — D (—t,)=2D(,), (5-187)
lo que conduce a la siguiente correlacién para determinar ¢
D(t) =5 (1—q). (5-188)

Para los intervalos unilaterales de confianza (], + o) vy
(— o0, ;) la correlacién (5-187) se escribc en la forma

| — = () — D (— o) = + D(L]). (5-189)

Con esto, para determinar los valores timites de los intervalos
unilaterales de confianza se obtiene la correlacidn
.

@ () =5 (1 — 29). (5-190)

Como vemos, los valores limites del 100(1 — ¢) por ciento del
intervalo unilateral de confianza son iguales a los valores limites
del intervalo bilateral de confianza del 100(1 — 2¢) por ciento.

Haciendo ¢ = 0,05 y ulilizando las tablas de la integral de
probabilidades de las correlaciones (5-188) y (5-190) encontramos
los siguientes limites de los intervalos bilaterales y unilaterales de
confianza: ,

£,=196; =164 (5-191)

De este modo, ia media muestral ¥ calculada por la mucstra del
volumen n del conjunto con distribucién normal y dispersion cono-
cida o? hace posible afirmar con una probabi!id};d de 0,95 que el
valor medio v del conjunto se determinara en el intervaio

i oL 7 o 5.
£ —1,96 ‘\/;I.<9<x+[.96'vq. (5-192)
0 que
5 a
v> % — 1,64 pr (5-193)
o
1,64 - -
v< &4 1,64 5 (5-194)

Los valores obtenidos ¢, pueden utilizarse asimismo para bus-
car los intervalos de coniianza con la distribucidn binomial
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w{x, n, p) por cuanto dicha distribucidén con grandes n se apro-
xima a la normal con el valor medic v = np y la dispersién o? =
= npq. Haciendo {= (¥ — np)/4/npg, Negamos a la conciusién de
que si durante n pruebas independientes ¢l suceso S ocurrié x ve-
ces, puede afirmarse con una probabilidad de 0,95 que el valor
medio np se hallara enire los limites siguientes: i

x— 1,96 A/npg < np < x4+ 1,964/ npg. (5-195)
o que
np > x — 1,64 4/npg, (5-196)
o bien .
np < x+ 1,64/ npg, (5-197)

con esto, la magnitud 4/npg se calcula por el valor mas verosimil

P = p = x/n como
Vipg=Af =S (5-198)

7

Ejempio 5-13, De la produccién claborada por una [dbrica se eligieron
y probaron aleatoriamcenie 100 articulos entre los cuales 37 resultaron de
segunda clase. ¢{Qué puede decirse del porcentaje de articulos de segunda clase
producidas? _

En el caso dado n=100, x =237, Vnpy =4,84_Con est> 1,95 /npg = 9,5
de manera que x — 1,95 A/npg =275 v x -+ 1,96 +/npg = 16,5.

De este modo hay 5 posibilidades de 100 de que nos equivoquemos haciendo
una de las afirmaciones siguientes respecto al numero de articulos de segunda
clase claborados: ;

1) el mismo estd comprendido entre el 27,5 y el 46,53 del namero total
de articulos;

2} no es menor del 20% del piimero tota! de articulos:

3) no es mayor del 45% del nimero total de articulos.

Con gran frecuencia es necesario utilizar los intervalos de con-
fianza para delerminar la estimacién v con la distribucién normal
cuando se desconoce ia dispersién o2 En este caso en lugar de o?
resulta necesario utilizar la estimacién de la dispersion s2, Pero
entonces la magnitud

g V(B ), E—v), (5-199)

a diferencia de (5-164), ya no estara distribuida segin la ley naor-
mal. En realidad, la magnitud ¢ definida por (5-199) va a obedecer
a la ley de distribucién de Student, a la que puede darse la defi-
nicién siguiente.

Sea u la magnitud aleatoria que tiene la distribucién normal
N(0, 1) y v, la que posee la distribucién %2 Si z y v son indepen-
dientes, la magnitud aleatoria

=t =“—w,*%f- (5-200)
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define la distribucion de Student en la
cual 1a magnitud & se denomina nimero
de grados de libertad.

Si delerminamos ahora las magni-
tudes

A (& —v) |

3 (1

__{n—1)s?

= o

v

»

(5-201)

seglin (5-164) y (5-169) éstas van a
satisfacer las condiciones que definen la
distribucion de Student, y la magnitud
t, determinada segiin (5-200) coincidira
con el valor estipulado por (5-199) para
f==n -1, De este modo, la magnitud
aleatoria t definida por la correlacion
(5-199) estard distribuida segin la ley
de Student con 2= n— 1 grados de
libertad.

Designemos por f, los limites del
intervalo bilateral de confianza del
100(1 — ¢) por ciento para la distribu-
cion de Student con % grados de liber-
tad. Existen tablas detalladas para de-
terminar f,, con distintas ¢ para k& de
1 a 30. Con & = 30 los valores de {4
coinciden practicamente con los valores
de t, obtenidos para la distribucién nor-
mial. El ejemplo de dicha tabla es la
tabla 5-3 que- proporciona los valores
de f,, para g = 0,05 y 0,1.

Los limites de los intervalos unilate-
rates de confianza ;e pueden hallarse
por los valores #,, mediante la correla-
cion

L=ty (5-202)

Ejemplo 5-/4. Para disminuir la influencia
de las interferencias en el canal de comunica-
cion cada resuliado de la medicion de cierto pa-
rémelro v se transmite tres veces desde a bordo
de un cohele a la eslacion de medida en tierra.
Los resultades de las medidas son ipuales a
X3 =232; xp=29 y x3=31, Delerminar el
intervalo bilateral de confianza del 95% parael
parametro v considerando las distorsiones en
cada valor transmitide independientes unas de
otras y destribuidas segin Ja ley normal,

Table 5-3

Valores de los limites del intervalo de confianza de] 100 (1 — q) por ciento en dependencia del ndmero de grados

de libertad k para la distribucion de Student

1,96
1,64

30

1,70

1,70

2,06 | 2,06} 2,04

L7

1,72

1,72

1%

1,73

1

75

1,

14

76

12

1,781,

1

i81

262] 2,23|2,'8|2,15|2.12] 2,10| 2,09] 2,07 | 2,06

1,83

1,86

1,941 1,80

235( 2,13] 2,01

12,71 430 3.18| 2,78 2.57| 245| 2,36 | 2,31

631 2,92

0,05

0,10

-
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Por los datos medidos hallamos que

"1 x=;—3(x}=-3.oe?:

si=

5 S (x — £)? =0,0284.

Pur la tabla 5-3 para ¢ = 0,05 y # = n— | = 2, obtenemos:
£,5=4.30, asi que quns!ﬁ—ﬂ,s??.
Luego, con la probabilidad de 0,95 tenemos que 2,69 << v << 344,

h) Verificacién de las hipétesis estadisticas.
Concepto de criterio de acuerdo

Sea Z cl espacio de resultados del experimento con los elemen-
tos z=Z. Efectuemos n experimentos para determinar la probabili-
dad p(2) de cierto resultado 2. Si con esto el resultado z ocurrio n.
veces, entonces estimamos la probabiiidad de dicho resultado por
la relacién n./n. No obstante, en realidad la relacion n,/n no nos
da la probabilidad p(z) del resultado 2, sino su [recuencia g{z)
que puede diferir considerablemente de la probabilidad, sobre todo
con un ndmero no muy grande de experimentos. Surge la pregunta,
en qué medida podemos juzgar sobre la distribucién de probabili-
dades de los resultados p(z) si conocemos las frecuencias de estos’
resultados g (2). Sin embargo, este planteo del problema no es del
todo correcto, .

Efectivamente, si a consecuencia del experimento se ha obte-
nido una serie de nameros que expresan las frecuencias de los
resultados aislados del experimento g(2), necesitamos determina-
das razones para cambiarlos por otros nfimeros [probabilidades
p(2)]. ¢Qué puede servir de fundamento para sustituir unos nime-
ros por otros?

upongamos que al lanzar 10 veces una moneda ésta cayd de
escudo 7 veces. La frecuencia de caida de escudo en el experimento
dado es de 0,7. ¢Acaso fenemos fundamento para cambiar esia
magnitud y tomar como probabilidad de caida de escudo algin
otro niimero?

Si no sabemos nada de la moneda, en particular, si es simétrica
0 no, tampoco lenemos razén para cambiar el valor de la frecuen-
cia obtenida del experimento. No obstante, el problema puede plan-
tearse de oira manera. Sabemos que si la moneda es simétrica, la
prohabilidad de que caiga de escudo es igual a 0,5. Queremos com-
probar si es simétrica la moneda y con esta finalidad la lanzamos
10 veces. Al hacerlo, ella cae de escudo 7 veces. Nos preguntamos:
¢lenemos o no fundamento para afirmar que la moneda es si-
métrica?

E! problema asi formulada se denomina problema de verifica-
cién de la hipotesis, Problemas similares surgen cuando existe fun-
damenlo para consiruir cierta hipétesis (por ejemplo, la moneda es
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sinétrica) sobre el caracter de la distribucion o del vator de los
parametros de distribucién de la magnitud aleatoria. El objetivo
del experimento es confirmar o refutar la hip6tesis propuesia. Los
meétodoes de verificacidn estadistica de las hipotesis permiten res-
ponder a las preguntas:

1) ¢liene o no el nuevo modelo de aparato calidad superior en
comparacion con los existentes?

2) ¢va a poseer o no ¢l sisterna una probabilidad no inferior a
la deseada?

3) ¢va a ser o no el nuevo método de curacion mas eficaz que
los existentes? etc.

Para tener derecho a aceptar o rechazar la hipdtesis conside-
rada es necesario elaborar cierto criterio que se denomina criferio
de acuerdo de ta hipdtesis verificada con los resultados del experi-
mento.

Supongamos que basdndonos en razones cualesquiera conside-
ramos que el valor de cierto parametro « es igual a «p v queremos
comprobarlo fundandonos en un experimento. Como resultado del
experimento hallamos la estimacién de este paramelro & que,
siendo una magnitud aleatoria, no coincide por lo general con el
valor @p. Pero, la diferencia Aw = & — oo de la cstimacién & res-
pecto al valor real «p no debe ser grande y, luego, no puede expli-
carse por causas aleatorias si esta desviacién resulta notable, y
hay que estimar que la hipétesis de que el valor del parametro es
igual a @4 no se confirma y debe ser rechazada. Asi pues, la
eleccion del criterio de acuerdo significa la designacion de la mag-
nitud critica de desviacién Ac. elegida de tal modo que la probabi-
lidad de sobrepasar esta magnitud sea muy pequefia. Como magni-
tud de la desviacion critica pueden tomarse los limites del inter-
valo de confianza del 100(1 — g) por ciento. Con esto existe la

robabilidad ¢ de que la desviacion observada sobrepase la critica,
o cual significa que serd rechazada injustificadamente una hipo-
tesis correcta. La magnitud ¢ denominada nive! de significacion
esladistica debe elegirse dependiendo de las consecuencias a las
cuales puede llevar el rechazo de una hipétesis correcta. Practica-
mente, en la mayoria de los casos, se juzga posible tomar ¢=90,05,
aceptando de ese modo como criterio de acuerdo un intervalo de
confianza del 95%. No obstante, en los casos en que las consecuen-
cias del rechazo incorrecto de la hipétesis pueden ser graves, se
emplea g = 0,01 y a veces hasta menos.

Debe notarse que aunque el método dado permite rechazar con
gran seguridad las hipétesis falsas, no puede servir como demos-
tracion de 1a certeza de una hipdtesis. Por eso, en caso de que el
valor hipotético oy caiga dentro de los limties del intervalo de con-
fianza, aceptamos la hipdtesis no como verdadera sino como con-
cordante con los resultados del experimento, Para juzgar si 1a hi-
potesis es o no verdadera hay que realizar investigaciones especia-
les.
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PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 5

5-1. ¢Qué representan los sucesos Sy y Sys en cl ejemplo 5-12

5.2, Demostrar que si el espacio de resultados del cxperimento contiene n
elementos, en este espacio hay 2% succsos diferentes.

5-3. El almacén de una empress recibe cortacireuitos de dos fabricas en la
relacion 1:3. La primera da un 10% y la segunda, un 20% de articulos de-
fectuosos. Determinar, empleando la [érmula de la probabilidad tatal, la pro-
habilidad de que resulle defectuoso un cortacireuito tomado al azar del almyacén

-4, Construir la grafiea de la funcién de distribucién de probabilidades
para ol numero de fantos que cayeron al lanzar los dos dados de jugar del
cjemplo 5-1.

55 Determinar la probabilidad de que en el ejenmplo 55 el tiempo de
espera del pasajero ne exceda de 3 min,

5-6. Para saber cudntos peces liay en un lago, se pescan 1000 peces, se mar-
can ¥ se sueltan de nueve en el lago. ¢Con qué nimero de peces en el lago
habra la mayor probabilidad de encontrar 10 peces marcados entre los 150 peces
alrapados nuevamonie?

5-7. Hay que horncar 100 galletas con pasas ;Qué cantidad minima de
pasas hay que mezciar con la masa para que ia probanhilidad de que en ninguna
de las galletas no haya ninguna pasa, no cxceda de 0,01? .



Parte segunda

OPTIMIZACION
DE LOS PROCESOS
DE MANDO

Capitulo sexto

ESTRUCTURA Y DESCRIPCION
MATEMATICA DE LOS PROBLEMAS
DE MANDO OPTIMO

6-1, RASGOS PRINCIPALES DEL PROCESO DE MANDO

a) Concepto de mando

Por doguier en el mundo que nos rodea (naturaleza, técnica,
sociedad humana} transcurren diversos procesos cuyo caracter de-
pende del conjunto de condiciones y factores é]ue los acompaiian.
Cambiando las condiciones del transcurso de los procesos, el
hombre puede influir en su caracter, cambiarlos y adaptarlos a sus
objetivos. Esta intervencién en la marcha natural del proceso y el
cambio de la marcha natural del mismo constituye la esencia del
mando. De esta manera puede decirse que &l mando representa tal
organizacion de uno u olro proceso que garaniice la conseciucion de
deferminados objetivos.

Para una mejor comprension de la esencia del proceso de
mando examinemos el ejemplo del perro que persigue a una liebre.
Para alcanzar a la liebre el perro debera organizar sus acciones
de una forma determinada, gobernandolas. Por consiguiente, el
proceso de persecusion es un proceso de mando.

Al comienzo de la persecucién debe preceder la aparicién de la
liebre, es decir, la creacion de una situacion durante la cual surge
un objetive determinado cuyo alcance es necesario o descable. Pero
antes de iniciar la persecucién el perro debe apreciar la sifuacién
creada y compararla con sus deseos y posibilidades. La apreciacién
de la situacion sc concluye con la toma de la decision acerca de si
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conviene inlentar alcanzar la liebre o no (ésia puede hallarse lejos
v la persecusién es inutil, el perro pucde estar agotado, cic.). Sdlo
después que haya tomado la decisién de perseguir, el perro co-
mienza a organizar su movimiento fijandose como objetivo alcan-
zar a la liebre en el tiempo mas breve o con el gasto minimo de
fuerzas.

En cste ejemplo pueden distinguirse claramente las cuatro eta-
pas caracteristicas de cualquier proceso de mando: la aparicion del
objetivo, la estimacién de la situacién, la toma de decisidn y la
ejecucion de la decisién tomada. No obstante, la etapa de aparicién
del objetivo precede al comienzo del proceso de mando y la exclui-
remos del anélisis. Teniendo asimismo en cuenta que la aprecia-
cién de la situacién, al mandar procesos complejos, se realiza fun-
dandose en la informacidén recopilada y elaborada de! modo corres-
pondiente, llegamos a las siguientes tres etapas del proceso de
mando:

1) la recopilacidn y elaboracién de la informacién con el obje-
tivo de estimar la situacién creada;

2) la toma de la decisién sobre las acciones mas oportunas;

3) la ejecucién de la decisiéon tomada.

A veces resulla necesaria ademis una cuarta etapa: el control
de 1a ejecucion de la decisidn.

Los diversos tipos de problemas de mando difieren unos de olros
por el método y la secuencia de ejecucién de dichas operaciones.

b) Tipos de problemas de mando

Hay muchos problemas en los que los mecanismos de recopila-
cién de la informacién y ejecucién de la decisién tomada estan ela-
borados con tanta precision que puede dejar de pensarse por com-
plelo de ellos al realizar el proceso de mando. En estos problemas
todo el analisis del proceso de mando, en esencia sélo se reduce al
analisis de la segunda etapa. Tales probiemas recibieron el nombre
de problemas de toma de decision de una efapa o de un paso.

Sin embargo, tal enfoque constituye en la mayoria de los casos
una idealizacién y simplificacién del proceso real de mando. En
realidad, todas estas etapas del proceso de mando se hallan en
estrecha relacién mutua y ta etapa de toma de decisién requiere el
analisis mas o menos detallado de los métodos posibles de realiza-
cién de la decisién tomada. Asi, para tomar la decisién de renun-
ciar a perseguir la liebre hay que convencerse de que es inatil per-
seguirla y para ello es necesario analizar siquiera aproximada-
mente los métodos de persecucion posibles.

A veces, en casos similares el precese de mando se divide en
varios pasos consecutivos, entonces la decision tomada en cual-
quier paso depende de los resultados de la efecucion del paso pre-
vio. Tales procesos se denominan de pasos muiltiples para la toma
de decision. Puede servir de cjemplo el proceso de guia de un
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cohete al lanzarlo de la Tierra a la Luna. Aqui pueden distinguirse
los pasos siguientes: puesta del cohete en 4rbita cercana a la tierra,
organizacion del movimiento de éste en direccion a la Luna, paso
del mismo a la drbita cercana a la Luna y alunizaje.

En ejemplo dado los pasos del proceso de pasos mulfiples de
mando se obtuvieron de modo completamente natural. Sin embargo,
en muchos casos resulia una tarea sumamente dificil el fracciona-
miento del complejo proceso de mando en pasos con clara diferen-
ciacién de todas las etapas de mando en cada paso. Asi pues, en el
proceso de persecucidn de la liebre nos enconiramos con una sifua-
cion continuamente en cambio, provocada por los esfuerzos de la
liebre para escapar de la persecucién. El perro debera justipreciar
continuamente esta siluacion y tomar ininterrumpidamente nuevas
y nuevas decisiones conforme a la sitnacién cambiable sin esperar
los resultados finales de ia ejecucidn de tas decisiones anteriores.
En tales problemas tropezamos con procesos de mando continuos
y dindmicos.

En el analisis expuesto se ve cuin complejos y variados pueden
ser los problemas de mando. Sin embargo, no eslimariamos en
grado suficiente la dificultad de resolucidén de esios problemas si
ne tuvieramos en cuenta la circunstancia de que los procesos de
mando transcurren cominmente en un medio ambiente complejo.
En el transcurso de los procesos de mando cjercen su influencia
diversos factores externos cuyo fotal a menudo se denomina
eslado de la naturafeza. Para tomar una decisién correcta sobre
unas u otras acciones hay que estimar los resultados de estas
acciones y para elic es necesario conocer ta naturaleza de la situa-
cién en la que se emprenden ¢stas acciones,

Sin embargo, para los problemas de mando es {ipico el caso en
que la informacion existente es insuficienie para la estimacién pre-
cisa de la situacién o esta distorsionada por factores extrafios. No
obstante, la influencia de informacion no elimina el problema de
tomar la decisién. La peculiaridad de los problemas consiste pre-
cisamente en que la decisién debe tomarse sin falta independien-
temente de si estamos en disposicién de evaluar con exactitud los
resultados a los que conducira la decisién tomada.

De este modo, en el proceso de mando surge la imporiante
tarea de tomar la decisién en las condiciones en que la informacidn
sobre la situacién creada es insuficiente o distorsionada. El pro-
blema dado recibi6 la denominacién de problema de toma de deci-
sion en condiciones de indeferminacién.

.c) Concepto de investigacion de operaciones

Anotemos una clase especifica mas de problemas de mando que
estdn relacionados con las actividades de las grandes empresas
industriales y pueden denominarse problemas de caracter organi-
zativo y administrativo.
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Antes de la revolucién industrial podia llevar a cabo la direc-
cién de una empresa pequefia una sola persona que hacia las com-
pras, planeaba y orientaba el trabajo, vendia la produccidn, contra-
taba y despedia a los trabajadores. Las pequenas dimensiones de
la empresa le permitian tomar decisiones organizativas sin acudir
a ningin método cientilico basindose en sus conocimientos, expe-
riencia a intuicion. Si algunas de las decisiones tomadas no eran
las mejores, ellas no provocaban gran dafio o podian ser corregi-
das rdpidamente.

El crecimiento de las empresas industriales hizo imposible que
una sola persona realizara las funcioncs administrativas. Surgie-
ron los dirigentes de deparlamenios de produccion, ventas, finan-
zas, personal, etc. La intensificacién de la mecanizacién y automa-
tizacién de la produccién condujo al desmembramiento ulterior de
las funciones administrativas. De este modo, los departamentos de
produccidn resuitaron divididos en grupos méas pequefios que se
ocupan de las cuestiones de explotacién, reparacién, conirol de ca-
lidad, planificacién, suministros, almacenaje de la produccidn, ete.

Cada subdivision especializada de una organizacién grande
ejecuta una parte determinada det trabajo comin guiandose por
tos objetivos generales de la empresa. No obstante, en cada subdi-
visidn especializada surgen asimisimo sus objetivos propios. Todos
eltos no siempre concuerdan y a veces provocan contradicciones de
unos con otros. A modo de ejemplo puede examinarse el problema
de garantizar Jas reservas de una empresa. Una subdivision parti-
cular puede estar interesada en aumentar considerablemente las
reservas en depdsito para asegurar la elaboracién ininterrumpida
de su producién. Pero ia capacidad limitada de los lugares de de-
posito provoca la disminucion de las reservas para otras subdivi-
siones. Como resultado surge un problema de tipo organizativo
y administrativo: la elaboracién de una estrategia tal que sea la
mas beneficiosa para toda la empresa en cuanio a las reservas.

Al dar solucion a los problemas organizativos y administrativos
simijares es necesaria una precisa comprension de los objetivos de
las distintas subdivisiones y tal acuerdo entre ellos que los mismos
no eniren en contradiccién unos con otros ni con los objetivos ge-
nerales de toda la empresa. Si con esto lenemos en cuenta que la
foma de decisiones no éptimas en las condiciones de una gran
empresa puede provocar gran dafio, se hace manifiesto que al re-
solver los problemas de organizacién v administracion resulta in-
admisible jundarse sdlo en la experiencia personal! y el sentido
comimn. Son necesarios méfodos cientificos.

La joven disciplina cientifica que recibié el nombre de investi-
gacion operaliva se ocupa de elaborar los métodos cientificos de
resolucién de problemas organizativos y administralivos. En esta
disciplina cientifica se entiende por operacién cierta medida orga-
nizativa cuya realizacion persigue un objetivo determinado formu-
tado con precisién, por ejemplo, la reglamentacion de las reservas
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almacenadas en un depésito. Deben presentarse las condiciones que
caracterizan la situacién en que se ejecutan las medidas, en parti-
cular, las necesidades de reservas y las limilaciones en locales de
deposito en el ejemplo considerado. El ohjetivo de la investigacion
operativa es hallar y fundamentar cientificamente aquellos méio-
dos de realizacién de la medida que sean los mas ventajosos en
cierto sentido.

La particularidad especifica de las lareas de tipo organizativo
y administrativo consiste en que las consecuencias de su resolu-
cién por uno u otro mélodo pueden reflejarse considerablemente en
el trabajo de toda la empresa. Por eso la toma de la decisién defi-
nitiva siempre queda a la competencia de la persona responsable,
el administrador, investido de los derechos correspondientes, y sale
de los marcos de la investigacién operativa. La investigacién ope-
rativa solo persigue el objetivo de poner en manos del administra-
dor recomendaciones fundamentales para tomar la decisién.

De esta manera, la investigacién operativa constituye la co-
rriente cientifica cuyo objetivo es la elaboracién de méatodos de
andlisis de las acciones dirigidas a una finalidad (operaciones)
v la estimacion comparativa objetiva de las decisjones posibles.
Aunque la investigacion de operaciones constituye una corriente
cientifica independiente que surgié en los afios de la Segunda
Guerra Mundial durante la resolucién de los problemas de defensa
antiaérea en Inglaterra (es decir, cronolégicamente antes de la
aparicién de la cibernética), no obstante, durante la solucién de
algunos problemas ella aplica ampliamente los métodos de esta
tltima.

6-2. OPTIMIZACION DEL PROCESO DE MANDO

a) Criterio de calidad de mando

En lo sucesivo vamos a considerar el problema del mando como
un problema matematico. Sin embargo, a diferencia de otros
muchos problemas matemaéticos, éste posee la peculiaridad de que
no admite una solucién sino un conjunto de soluciones diferentes.
Esto se debe a que en los problemas de mando, por lo general,
existen muchos métodos de organizacién de algiin proceso que con-
ducen a alcanzar el objetivo planteado. Asi, durante el proceso de
persecusién de la liebre el perro puede organizar de diferente modo
el caracter de su movimiento, durante el lanzamiento de un cohete
a la Luna pueden elegirse distintas trayectorias para el vuelo del
mismo, elc. Por eso, el problema del mando se podria plantear
como el problema de buscar siquiera uno de los métodos posibles
para lograr el objetivo impuesto. No obstante, tal ptanteo de la
cuestién es, por lo comin, insuficiente,
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Si existe un conjunto de soluciones de cualquier problema,
surge un problema adicional: elegir de esle conjunto de soluciones
aquella que sea la mejor desde cierto punto de vista. Pueden pre-
sentarse muchos ejemplos de estos problemas. Asi pues, hay mu-
chos métodos para pegar una caja formada de una hoja de cartén
de dimensiones dadas. Puede considerarse como el problema adi-
cional la obtencién de la caja de méaxima capacldad. Es posible
viajar de una ciudad a otra utilizando diversos medios de trans-
porte: aéreo, acuatico, por ferrocarril, autoblis y automévil. Puede
considerarse como una tarea complementaria la eleccién del medio
de transporte més ventajoso desde el punto de vista del tiempo de
viaje, el costo, la comedidad, las costumbres, etc. En los problemas
de mando hay una sltuacion anéloga,

En los casos en que el objetivo del mando puede lograrse por
varios métodos diferentes es posible plantear requerimientos cspe-
ciales al método de mando, el grado de cumplimicnto de los cuales
puede servir de fundamento para dar preferencia a un método de
mando sobre todos los demais,

En muchos casos la realizacién del proceso de mando requiere
el gasto de algunos recursos: gaslo de tiempo, consumo de mate-
riales, combustible, energia eléctrica. Luego, al elegir el método
hay que pensar no solamente si se consigue el objetivo planteado,
sino también qué recursos hay que gastar para lograr dicho obje-
tivo. En este caso el problema de mando consiste en elegir del
conjunio de soluciones que garanticen la consecucion del objetivo,
la solucion que requiera el gasto minimo de recursos.

En otros casos pueden servir de fundamento para preferir un
método de mando a un otro diferentes requerimientos impuestos al
sistema de mando: el costo de entretenimiento, la fiabilidad, el
grado de cercania del estado obtenido del sistema al requerido, el
grado de certeza de los conocimientos sobre el estado de la natura-
leza, etc.

La expresion matematica que brinda una estimacién cuantita-
tiva del grado de cumplimiento de las exigencias impuestas al
método de mando se denomina eriterio de calidad de mando. El
método de mando preferible u 6ptimo sera aquel con el cual el cri-
terio de calidad de mando alcanza su valor minimo (a veces, ma-
ximo). Al elegir, por ejemplo, el régimen de vuelo puede tomarse
como criterio de calidad de mando la expresién para la cantidad
de combustible consumido en la unidad de espacio, o el espacio
recorrido con la unidad de combustible. Al régimen mas econdmico,
o sea, Optimo, va a corresponder el valor minimo (en el primer
caso) o mdximo (en el segundo caso) del criterio de calidad de
mando.,

Vamos a considerar como preliminar la definicién de mando
6ptimo expuesta. Una definicién mas rigurosa se dara después del
analisis de las fimitaciones impuestas al proceso de mando.
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b) Limifaciones impuestas al proceso de mando

El problema de la bisqueda del mando éptimo o del mando en
general, debe considerarse inexistente, es decir, incapaz de motivar
problemas algunos si no se han aplicado ningunas limitaciones al
caracter del movimiento del sistema. Asf, el problema de persecu-
¢ién de la liebre no existirfa c¢n lo absoluto si el perro pudiera sal-
var instantaneamente la distancia que lo separa de la liebre. Por
consiguiente, al resolver un problema de mando no podemos dejar
de tener en cuenta la circunstancia de que el movimiento de cual-
quier sistema siempre estd somelido a limitaciones de diverso gé-
nero.

Para representarnos mas claramente las limitaciones que se
manifiestan, examinemos el ejemplo concreto de conducir un auto-
movil, Efectuando el proceso de conducidn el chéfer debe tomar
en consideracion que el automovil tiene un motor de limitada po-
tencia, cs decir, sélo puede Ilevar un peso limitado con una veloci-
dad maxima limitada. Gracias a la inercia, la velocidad del auto-
mévil y la direccién de su movimiento pueden variar sélo con una
aceleracion de valor limitado, Esto significa que no es posible la
detencién o ¢l cambio instantaneos de la direccion del movimientd
en caso de surgir una situacion peligrosa inesperada lo que a su
vez limita la velocidad de movimiento. El chéfer, al elegir la ruta,
se ve obligado a tener en cuenta la reserva limitada de combus-
tible en el tanque, la necesidad de reabastecerse de aquél en el
camino, elc.

En el caso general hay dos tipos de limitaciones en la eleccién
del método de mando. Las limitaciones del primer tipo son las pro-
pias leyes de la naturaleza cn concordancia con las cuales ocurre
el movimiento del sistema controlado. Al enunciar matemaética-
menfe el problema del mando estas limitaciones se representan
corrientemente por ecuaciones algebraicas, diferenciales o de dife-
rencia, del objeto controlado y éstas se llaman, a menudo, ecuacio-
nes de enlace. El segundo {ipo de limitaciones es debido a la
restriccién de os recursos empleados duranie el mando o de otras
magnitudes, las cuales, a causa de las particularidades fisicas de
uno u otro sistema, no pueden o no deben sobrepasar de ciertos
limites. Las limitaciones matematicas de este tipo se expresan ha-
bitualmente en forma de sistemas de ecuaciones o desigualdades
algebraicas las cuales se vinculan las variables que describen el
estado del sistema.

c¢) Enunciado del problema de! mando éptimo

El problema del mando puede considerarse enunciado matema-
ticamente si:

esta enunciado el objetivo del mando expresado por medio del
criterio de la calidad de mando;
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estan definidas las limitaciones del primer tipo que representan
un sistema de ecuaciones diferenciales o de diferencias, las cuales
limitan los modos posibles de movimiento del sistema;

estan definidas las limitaciones del segundo lipo que represcn-
tan un sistema de ecuaciones o desigualdades algebraicas que ex-
presan la restriccién de los recursos o de otras magnitudes utili-
zadas durante el mando,

Se denomina mando éptimo al mélodo que satisface todas las
limitaciones planteadas y transforme en minimo (méximo) el cri-
terio de la calidad de mando.

6-3. DESCRIPCION MATEMATICA DEL OBJETO
CONTROLADO

a) Estructura del objeto controlado

Denominemos objeto controlado aquel sistema fisico cuyos pro-
cesos mandamos. Los objelos controlados pueden ser muy variados
y tener la mas diversa naluraleza fisica. A saber:

disposilivos técnicos: autemévil, avién, cohete, torno, proceso
tecnologico, efc,;

empresas industriafes: departamento, taller, fabrica, rama in-
dustrial;

sistemas econdmicos: economia de ]a empresa, economia de la
rama industrial, economia del estado;

sistemas bioldgicos;

sistemas sociales, etec.

La circunstancia de que las leyes a las cuales obedecen los
procesos de mando son comunes a los objetos controlados de cual-

uier naturaleza fisica, permite estudiar la estructura general y
ﬂar una descripcién matematica general del proceso de mando.

Designemos por x la variable que determina el estado del
objeto controlado. A veces ésta constituye una magnitud unidimen-
sional o escalar. Ella puede ser: el 4ngulo de rotacién del arbol
de un motor, la velocidad de un avién o cohete, la presién del va-
por en la caldera de una méiquina de vapor, el niimero de objetos en
un deposito, el nimero de aviones con base en un aerédromo, efe.

No obstante, en la mayoria de los casos para describir el objeto
controlado se requiere no una sola sino varias variables xy, ..., %x.

Al describir los sistemas mecanicos las magnitudes x; repre-
sentan las coordenadas o velocidades de las piezas moviles:

en los sistemas eléctricos las magnitudes x; serdn las intensi-
dades de las corrientes o los valores Ee las tensiones;

en la economia ellas pueden ser las capacidades de produccidn
o los recursos de algunas ramas industriales;

en un sistema biolégico las magniludes x; pueden caracterizar
la concentracién de substancias quimicas o medicinas en diversos
Srganos.
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En todos los casos examinados el estado de! objeto controlado
va a describirse por una variable multidimensional, es decir, vecto-
rial x cuyas componentes serdn las magnitudes x;:

X= (X, +-ny ) 1)

En lo suceslvo denominaremos a la variable x variable o vec-
tor de estado del objeto controlado.

Las magnitudes x; pueden variar continuamente en cierto in-
tervalo de valores o tomar un conjunio finito de valores., En este
fltimo caso la magnitud x va a tomar también un conjunto finito
de valores y vamos a designar su valor & por

s =, ..., x'_f.l), k=1, ..., (6-2)

Entonces el conjunto
X={x", ..., x"} (6-3)

va a representar el espacio de estados posibles del objeto coniro-
lado. A veces llamaremos al espacio X espacio de soluciones, su-
brayando asi que la eleccién de cierta x & X constituye una solu-
cidn posible del problema de mando.

Si las magnitudes x; pueden variar continuamente, es decir,
toman un conjunto infinito de valores, el espacio de estados posi-
bles del sistema X serd un conjunto infinito. Pero lampoco en este
caso los valores de x; pueden ser, por lo comiin, cualesquiera. Pue-
den aplicarse a ellos limitaciones que, como ya se indicd, tienen ha-
bitualmente la forma de sistemas de ecuaciones o desigualdades
algebraicas

fi{xh veey x_-\}){&. bl }}0, i=1, ..., m {6'4)

En cada una de las limitaciones (6-4) se conserva sélo uno de
los signos <, = 6 =, no obstante, las distintas limitaciones pue-
den tener asimismo distintos signos. Las magnitudes m y N no
estan vinculadas entre si, de modo que m puede ser mayor, menor
o igual a N. En particular, m puede ser igual a cero, asi, no se
excluye el caso en que falten las limitaciones (6-4). Frecuente-
mente algunas o todas las variables x; satisfacen la condicion de

no negatividad
=0, i=1, ..., N. (6-5)

La condicién de no negatividad de las variables resulta muy
cémoda en caso de dar solucién numérica a las ecuaciones que
describen el proceso de mando. Ademas, en muchos problemas, por
ejemplo, los econémicos, las magnitudes x; no pueden ser negati-
vas por su sentido fisico (gastos, volumen de produccién, cantida-
des de inercancias transportadas, sumas de dinero distribuidas de
diversa manera, etc.}). Sin embargo, los problemas en los cuales
las variables pueden ser de signo arbitrario, es decir, satisfacen
las limitaciones del tipo

x;}a;, iﬂl,..., N, (6'6)
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donde a; son nimeros arbitrarios que se transforman [4cilmente en
problemas con variables no negativas introduciendo nuevas va-
riables:

ye=xi—ay, i=1,..,, N. (6-7)

A la par con la variable x la cual vamos a considerar en lo
adelante capaz de ser medida y controlada, el estado del objeto
controlado puede depender de un conjunto de factores no contro-
lables o controlables no por completo que se delerminan por un
conjunto de condiciones exteriores en las que se encuentra el objeto
controlado. Por ejemplo, el piloto puede regular el régimen del
avién cambiando la altura y velocidad de vuelo que son los para-
metros controlados en el caso dado. Sin embargo, inftuyen en no-
table grado en el consumo de combustible las condiciones atmosié-
ricas que el piloto puede tomar en consideracién sélo parcialmente
pero sobre las cuales ¢l no puede influir activamente ni siquiera
preverlas con exactitud.

Vamos a denominar estado de la naturaleza designandolo por
# el total de factores exteriores no controlables que ejercen in-
fluencia sobre el proceso de mando. En muchos casos mediante
cierta idealizacién de los fendmenos reales se logra reducir toda
la variedad infinita de condiciones cxteriores a un namero finito

de estados posibles de la naturaleza 9, ..., 99, o sea, introducir
en el analisis el conjunto finito
o={o", ..., '}, (6-8)

que se denominard en lo adelante espacio de eslados de la natura-
leza. Los elementos %% del conjunto © son en el caso general mag-
nitudes multidimensionales

ﬂ:.{;m(ﬂilijl s ﬁ}fl) i=1, ..., 1 (5'91

La imposibilidad de controlar completamente todos los factores
externos provoca que en lugar de conocer con exactitud el estado
de Ia naturaleza © en muchos casos nos vemos obligados a limi-
tarnos solamente a conocer las probabilidades E(®) de los diferen-
tes estados de la naturaleza ¢ & ©.

Vamos a denominar probabilidades aprioristicas de los estados
de fa naturaleza a las probabilidades (@) obtenidas de uno u otro
modo para todas las &= @. Naturalmente, las probabilidades
aprioristicas E(®)} que represenian la distribucién de probabilida-
des en el espacio ® deben satisfacer las condiciones (5-4).

En diversos casos es necesario considerar el estado de la na-
turaleza ® como una magnitud alealoria continua para la cual el
espacio de estados de la naturaleza @ represenia un conjunto infi-
nito. En estos casos la distribucion de las probabilidades E(9) se
convierte en la densidad de distribucién de probabilidades.

Para describir la accién, encaminada a una finalidad que se
ejerce sobre el objeto controlado introduciremos la variable « que
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vamos a denominar accién de mando o simplementie mando. Asi
pues, el término mando se utilizara en lo sucesivo en dos sentidos:

1) el mando como actividad organizativa dirigida a conseguir
determinados objeiivos;

2) el mando en el sentido de accién de mando, es decir, de
cierta magnitud fisica cuyo cambio se efectia segiin nuestros de-
seos y que influye sobre el caracter de los procesos en el objeto
controlado cambidndolos en la direccién necesaria.

El sentido concreto en el cual se utiliza la palabra “mando”
en los diferentes casos sc aclara habilualmente por el contexto.

Durante el mando de objetos complejos es necesario utilizar,
por lo comiin, varias acciones de mando u, ..., uy, de suerte que
el maindo u representa en el caso general la magnitud multidimen-
siona

=11, ..., tg) (6-10)

Asi pues, el piloto puede cambiar el régimen de vuelo em-
pleando el mando u que consiste en la accién sobre la cantidad de
combustible consumido () y la accion sobre el timén de al-
tura (ua).

En los sistemas reales no pueden ser tomadas acciones de
mando u; cualesquiera sino que ellas estdn sometidas a limitacio-
nes de distinto género. Designemos por U el conjunto de todos
los valores de los mandos u gue satisfacen las {imitaciones im-
puestas. Entonces cualquier « e U serd un mando admisible. En
fos suicesivo van a encontrarse a menudo problemas en jos que el
conjunlo de mandos admisibles U es el conjunio finito

U={u", ..., un}. (6-11)

Puede juzgarse sobre cémo el mando empleado # garantiza la
consecucion de los objetivos I|3:>1ante:-'|clos. por los valores de las va-
riables de estado x. Sin embargo, en muchos casos esto resulta
inconvenicnte ya que los objetivos del mando pueden expresarse
por medio de las variables de estado de un mando bastante com:
plicado. Por eso a la par con las variables de estado x conviene in-
troducir en el analisis las variables de salida g que expresan en
forma explicita los objetivos del mando.

A veces, en calidad de variables de salida puede utilizarse al-
guna de las variables de estado. Pero en el caso general esto no
es asi. Por ejemplo, al mandar el régimen de vuelo con la finali-
dad de minimizar el consumo de combustible en la ruta establecida
es conveniente tomar como variable de salida el espacio recorrido
por unidad de combustible, mientras que serdn variables de estado
la velocidad y altura del avién. Pueden ser variables de salida no
s6lo magnitudes fisicas sino indices econémicos, por cjemplo, el
rendimiento, etc. En particular, el criterio de la calidad de mando
también puede considerarse corno variable de salida.
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La variable de salida g depende en primer lugar del estado del
objeto controlado x. No obstante, pueden ejercer influencia sobre
ella el mando utilizado u y los factores exteriores no controlables 9.
Por consiguiente, la ecuacién para la variable de salida en el caso
general tiene el aspecto:

q==Q(x, u, 9). (6-12)

Puede ilustrarse la accién reciproca de todas las variables exa-
mifiadas mas arriba, en forma del esquema estructural del objeto
contrelado mostrado en la figura 6-1.

lu
u Objelo
™ controlado .._.f.

Ve

Fig. €6-1. Esquema estructural del objeto controlade

b) Ecuaciones de movimiento del objeto controlado

Bajo la accién de las sefiales de mando u el objelo conlrolade
cambia su estado. El caracter de los procesos que ocurren se de-
termina por la velocidad de cambio de la variable de estado del
objeto % = dx/df la que representa en conformidad con (6-1) la
magnitud multidimensional

E= (%, ooy Exh (6-13)
donde %, ..., £y son las velocidades de cambio de las componen-
tes de la variable multidimensional x.

Para los sistemas dinamicos en los cuales los procesos [isicos
transcurren conlinuamente en el tiempo, las velocidades x%; en
alglin momento dependen del estado del objeto controlado en el
mismo momento el que a su vez se determina por los valores de la
variable de estado x, el estado de la naturaleza ® y el mando em-
pleado u. Esta dependencia puede escribirse en forma del sistema
de ecuaciones diferenciales corrientes

£I=gflfxr u, 9), x1(0)=ch i=l1,..., N, {6'14)

donde las magnitudes ¢;{i = 1, ..., N) caracterizan el estado ini-
cial del objeto controlado.

A veces resulta comodo utilizar las notaciones vectoriales y re-
emplazar ef sistema (6-14) por una ecuacion

rt=g(x u 8); x0)=c (6-15)

Aqui ¢ =(cy, ..., cx) sobreentendiéndose por g la funcién vec-
torial

g=1(g, ..., En) (6-16)
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La introduccién de la variable & en calidad de argumento en
la ecuacién (6-15) en diversos casos resulta inconveniente ya que
en el proceso de mando el estado de la naturaleza se mantiene por
lo comfin invariable. Sin embarpo, para distintos procesos de
mando el estado de la naturaieza puede ser diferenie lo que se ma-
nifiesta en el cambio de aspecto de la ecuacién de movimiento. Es
mas cémodo sefialar la dependencia del aspecto de la ecuacién con
relacién al estado de la naturaleza sencillamente con el subindice
@ en la funcién g escribiéndose la ecuacién (6-15) como

i=gylu, 1), x0)=c. (6-17)

Si el estado de la naturaleza no cambia en el transcurso de
todos los procesos de mando examinados entonces puede no sefia-
Jarse el subindice 9.

6-4. CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS
DE MANDO OPTIMO

a) Problemas de toma de decision de un paso

En los problemas de un paso habitualmente no se estudian los
métodos de realizacion de la decisién tomada, es decir, no se de-
terminan la magnitud ni el caracter de la accién de mando «, sino
directamente el valor de la variable de estado del sistema x cuyo
valor ase%ura la mejor consecucion del objetivo del mando.

El problema de foma de decisién de un paso se considera plan-
teado si estan dados el espacio de estados de la naturaleza ® con
la distribucion de probabilidades £(®) para todas las ¢ & 0, el
espacio de decisiones X y el criterio de calidad de la decisién to-
mada que para este caso vamos a denominar funcién de abjelivo.
En la literatura en lugar del término “funcién de objetivo” se
emplea también la denominacién “funcién de ganancias” o “fun-
ci6n de pérdidas”. La funcién de objetivo que expone de modo
explicito los objetivos del mando puede considerarse como la mag-
nitud de salida del objeto controlado y designarse por ¢. La fun-
cién de objetivo constituye una magnitud escalar que depende del
estado de la naturaleza ¢ y del estado del objeto controlado x
pudiendo escribirse por analogia con (6-12) en la forma

g=Q(x 9). (6-18)

Como vemos, el problema de toma de decisiones de un paso re-
presenta la triada

G=(X, ®,g), (6-19)

donde g es la funcién escalar definida en el producto directo de los
conjuntos X X @. La solucién de este problema consiste en hallar
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una x* = X tal que reduzca al minimo la funcién g, es decir, satis-
faga la condicidn
r={r=X:Qx, )= min}. {6-20)

Noternos que si hay la tarea de no minimizar sino de maximizar
la funcidén g, ésta no provocara ningunas dificultades adicionales
ya que si para x = x* la funcién Q(x, ) alcanza un maximo, para
la misma x la funcién —Q(x, #} va a alcanzar un minimo.

Existen diferentes métodos de resolucién del problema de toma
de decisién de un paso. La posibilidad de aplicar uno u otro mé-
{odo depende del modo de presentacién del conjunto de las solucio-
nes admisibles X, de la informacién existente sobre el estado de la
naturaleza y del lipo de funcién de objetivo g. Daremos una ca-
racteristica breve de los principales de estos metodos.

El problema se llama determinado si no hay indeferminacién
en cuanto al estado de la naturaleza. En los problemas determi-
nados el espacio de estados de la naturaleza © consta, por todo,
de un solo elemento 9y, cuya probabilidad es igual a la unidad. En
este caso la funcién de objetivo sélo dependerd dcl estado del

objeto controlado _
g=Q 8 ¥)=g(x, ..., xy). (6-21)

El problema determinado de un paso se denomina problema
clasico de oplimizacion si en ella tienen lugar limitaciones del
tipo (6-4); por cierto, entre estas limitaciones no hay desigualda-
des, no hay condiciones de no negatividad o discresion de las va-
riables, m<<N y las Funcicnes f; (%, ..., xx) y ¢g(x) =
= g (%3, ..., Xx) son continuas que tienen derivadas parciales por
fo menos de segundo orden. En este caso et problema se formula
del modo siguiente. Estan dadas las limitaciones del tipo

Filkn, vony X0y=0, i=1, ..., m. (6-29)

Hallar los valores x;, ..., xy que satisfagan las ecuaciones
(6-22) y que minimicen la funcién ¢(x), ..., X~).

La peculiaridad de estos: problemas consiste en que ellos, al
menos en principio, pueden resolverse por métodos clasicos basa-
dos cn e} empleo del célculo diferencial. Efectivamente, las ecua-
ciones (6-22) permiten dejar de considerar m variables. Con esto
la funcién de objetivo se reduce a la forina

qle, ...y x.’\-‘)= Gi{y, oo y;\u'—-'m)’ (6-23)
donde se designan por &, ..., Yx-m las variables no excluidas.
Ahora el problema consiste en encontrar los valores ¥y, ..., ¥n-m
que reducen al minimo la funcién ¢, y a los cuales no se han apli-
cado ningunas limilaciones. Esta solucién puede hallarse por el
sistema de ecuaciones que se obtienen igualando a cero las deri-
vadas parciales de la funcién g;:

94 _ fime - i
T =0, i=1,..., N—m. (6-24)
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Pero, en este camino se encuentran de ordinario tales dificul-
tades de calculo que hacen imposible la bisqueda de oiros méto-
dos de resolucidn.

En los altimos afios se nota un extraordinario interés hacia los
métodos de resolucién del problema de un paso, que han recibido
el nombre de programacién malemdtica. Estos mélodos ofrecen la
posibilidad de hallar jos valores de las variables x,, ..., xy que
obedecen a limitaciones del tipo (6-4) tanto en forma de igualda-
des como de desigualdades y minimizan la funcidon de objetivo
g(x1, ..., xx). Por lo general, a las variables se imponen las
condiciones adicionales de que sus valores no sean negativos.
Es necesario recalcar que la programacién matemalica no es una
forma analitica sino algorilmica de resolver ¢l probiema, o sea, no
proporciona una férmula que exprese el resultado definitivo sino
sélo indica el procedimiento de célculo que conduce a la solucion
del problema. Por eso, los métodos de programacién matematica
se vuelven efectivos principalmente en caso en que se utilicen cal-
culadoras numeéricas, (digitales}.

El caso més sencillo del problema de programacién malematica
es el de programacion lineal. Este corresponde al caso en que los
primeros miembros de las limitaciones (6-4) y la funcién de obje-
tivo (6-21) representan funciones lineales de %y, ..., xv. En el pro-
blema de programacién lineal se requiere hallar valores no nega-
tivos de tas variables x;, ..., xy los cuales reducen al minimo la
funcién de objetivo

N
sarey X)=2, b 6-25
g9{x Xx) ;‘ 1% (6-25)
y satisfacen el sistema de limitaciones
v
Zla”x,go, i=1, ..., m. (6-26)
i=

Cualquier problema de programacién matemética que difiera
del enunciado se denomina problema de programacidn no lineal.
En los problemas de programacion no lineal sea la funcién de obje-
tivo (6-21), sean los primeros miernbros de las limitaciones (6-4),
o bien, la primera y los segundos son funciones no lineales de
Xi, ..., ¥x. No obstante, se considera asimismo problema de pro-
gramacién no lineal el problema en que la funcién de objetivo y las
limitaciones tienen el aspecto (6-25) y (6-26), pero se presupone,
por ejemplo, que las variables sean niimeros enteros. Este dltimo
problema se denomind problema de programacion de niimeros en-
teros.

Los problemas de programacién no lineal son considerable-
mente mas complejos que los de programacion Iinealg' en la ac-
tualidad s6lo se han elaborado procedimientos de calculo para
algunos tipos de estos problemas. Més adelante examinaremos de-
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talladamente los métodos de resolucién de problemas de programa-
cidn lineal. Los métodos de resolucién de problemas de programa-
cion no lineal se estudian en otros libros al efecto.

El problema de toma de decisién de un paso se denomina esto-
cdstico si el espacio de estados de la naturaleza © consta de mas
de un elemento, de modo que se conoce no el estado real de la
naturaleza 9, sino la distribucion de probabilidades E(0) en el es-
pacio 9.

Los problemas estocésticos que requieren hallar los valores de
las variables que satisfacen las limitaciones (6-4) v minimizan la
funcién de objetivo (6-18) se denominan problemas de programa-
cién estocastica. No obstante, en muchos casos por medio de una
definicién, algo dislinia de {a funcién de objetivo, los problemas de
programacion estocastica pueden reducrise a los problemas de
programacién lineal o no lineal. En efecto, como que el estado de
la naturaleza® es una magnitud alealoria con distribucidn de pro-
babilidades E(#) en el espacio 6, el valor @Q(®, x), dado x =
= (X3, ..., y) serd lambién una magnitud aleatoria con la misma
distribucidén de probabilidades E(#) en el espacio @. Por eso en el
caso dado es conveniente fomar como funcién de objetivo el valor
medio de la funcién Q (8, x) en el espacioc 8.

De esta manera, para los problemas estocasticos la funcién de
objelivo segiin (5-64) puede ser delerminada por la expresion

q (%) = o§e E(9,Q(0, x). (6-27)

Por cuanto ¢ (x) es una funcién determinada de x, el problema
de hallar las variables x,, ..., x» que satisfacen las limitaciones
(6-4) y minimizan la funcién objetiva (6-27) puedc resolverse por
los métodos de programacion lineal o no lineal.

Un caso importante de problema estocdstico de toma de deci-
sion de un paso es el caso en que las magnitudes x; X
X{(i=1, ..., N) pueden fomar solamenfe un conjunto finito de
valores, es decir, las limitaciones para los valores de las variables
estan dadas en forma del espacio de decisiones X definido por la
correlacidn (6-3). Se ocupa de los métodos para resolver estos
problemas ia rama de las matemaéticas que ha sido denominada
teoria de las decisiones estadisticas.

En la actualidad se presta gran atencién a los problemas en
los que la solucién se toma no por un individuo sino por varios
{por ejemplo, por dos), siendo contradictorios los intereses de
éstos. Puede servir de ejemplo el problema de persecucién en el
que la distancia entre el persecutor y el perseguido depende de las
decisiones y acciones de ambos. En este caso el persecutor esta
interesado en disminuir maximamente esta distancia y el perse-
guido, en hacerla lo mayor posible. Estos problemas recibieron la
denominacion de sifuaciones de conflicto y los métodos de su re-
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solucién se estudian en la feoria de los juegos. Las personas que
toman las decisiones se [laman jugadores.

Por enanto en una situacion de conflicto cada uno de los juga-
dores toma decisiones independientemente de las decisiones foma-
das por el otro jugador, al descubrir matemalicamente la situacion
de conflicto el espacio de decisiones debe considerarse como el pro-
ducto direclo de dos conjuntos

XXy, (6-28)
donde X = {x;, ..., x,} es el espacio de soluciones del primer
jugador e ¥ = (y,, ..., yu}, ¢l espacio de soluciones del segundo

jugador.

Los elementos del espacio de decisiones X X ¥ van a represen-
tar pares del tipo (%, y), x= X, y= Y, 0 sea, van a delerminarse
por las decisiones tomadas tanto por el primer jugador, como por
el segundo. Para mas sencillez vamos a considerar que no existe
indeterminacion en el estado de la naturaleza. Enlonces la funcién
de objetivo dependera solamente de los elementos del espacio X X ¥

y tendréa el aspecto
g=Q(x, y). (6-29)

La contraposicion de los intereses de los jugadores consiste en
que el primer jugador que hace la eleccion de entre el conjunio X,
trata de minimizar con su eleccion la funcién de objetivo, mientras
que el segundo jugador, que hace la eleccion de entre el conjunto Y
tiende a maximizarla. De esta sucrte, la esencia de la situacién de
conflicto consiste en que cada jugador debe tomar la mejor deci-
sién desde su punto de vista, teniendo en cuenta que su adversario
hace lo mismo.

b) Problemas dindmicos de optimizacién de mando

Entre los diversos problemas de cibernética ocupan un lugar da
importancia aquellos en que cl objeto controlado se encuentira en
estado de movimiento y cambio continuos hajo la influencia de
diversos factores externos e internos. Los problemas de mando de
tales objefos pertenecen a la clase de los problemas dindmicos de
mando.

El objeto se denomina conirolable si entre los diferentes fac-
tores que obran sobre él existen tales que disponiendo de ellos
puede cambiarse la naturaleza de su movimiento. Como ya se in-
dicd, tales acciones encaminadas a una finalidad se denominan
mandos y se designan por ().

El caracter de movimiento del objeto controlado se delermina
por el sistema de ecuaciones diferenciales (6-14) que es cémodo
escribir abreviadamente al estilo vectorial en forma de una ecua-
cién diferencial (6-17). El mando «({) forma parte del mando
(6-17), de modo que esla ecuacién determina no sélo el movi-
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micnio concreto del objeto sino sus posibilidadas técnicas que pue-
den ser realizadas mediante el empleo de uno u otro mando del
espacio de mandos admisibles U

Como anies, puede evajuarse en qué grado se logran con uno
u otro método de mandoc los objetivos planteados introduciendo la
funcién de objetivo del tipo (6-12), que en el caso dado es conve-
niente escribir en la forma

G=Qulx (@), u (). (6-30)

Asi pues, si u({) es el consumo instantdneo de combustible y
x(f), la velocidad instantanea de un avién, desde el punto de vista
del consumo de combustible, la calidad de mando en cualquier mo-
mento puede ser caracterizada por la magnitud g({)= u(l)/x(f)
{consumo instantineo de combustible en la unidad de espacio),
que, como ¢s nalural, va a depender del estado de !a naturaleza 9,
o sea, de los factores externos que delerminan las condiciones de
vueio.

La funcion de objetivo de tipo (6-30) se aplica raramente ya
que la misma sélo ofrece la estimacion de los valores instantaneos
del proceso mandado cuando en !a mayoria de los problemas re-
sulta necesario estimar procesos en el objeto de mando durante
todo el tiempo de mando de 0 a T.

En muchos casos se logra seleccionar una funcién de objetivo
tal que la estimacién del proceso en el objeto controlado pueda
efectuarse inlegrando la funcién de objetivo en todo el tiempo de
mandoe, o sea, tomando como criterio de calidad de mando la fun-
cional

T

7 (u) = S Qo [x (£), u ()] at. (6-31)

Asi pues, si la funcidn de objetivo tiene el sentido fisico de las
pérdidas, la expresién (6-31) determina la suma dec pérdidas du-
rante todo el proceso de mando.

A veces, en calidad de objetivo de mando se logra presentar la
marcha deseada del proceso z(¢). Entonces, en calidad de funcién
de objetivo puede tomarse el cuadrado o la magnitud absoluta de
desviacion del proceso x(/) respecto al deseado

g=lx)—z2OF g=Ix{)—2z@®I (6-32)

En estos casos el criterio de calidad de mando (6-31) va a de-
lerminar el error total cuadratico o el absoluto.

En los problemas dindmicos de mando a la par con las limita-
ciones del tipo (6-11), las cuales determinan el espacio de mandos
admisibles U, nos vemos obligados a operar con limitaciones in-
tegrales del tipo

S He[x(l), 1 (1) di <K = const. (6-33)
1]
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Por ejemplo, muy a menudo tropezamos con la necesidad de
acotar los limites de cambio del valor instantdneo de cierto para-
metro a(x, #) durante el proceso de mando. Designemos por ap
aquel valor del pardmetro a que es indeseable que se sobrepase. Si
fa funcidon subintegral H(x, #) se determina por la corrclacion

0 para alx, u) << a,;
la{x, w) — a)? para alx, u) > ag,

H(x, u)= { (6-34)

la limitacién inlegral (6-33) va a expresar el requerimiento de
ue el valor instantineco del parametro a pueda sobrepasar de ay
unicamente durante un corto tiempo y en un valor insignificante.
Esta condicién va a cumplirse tanto mas rigidamente, cuanto me-
nos sea K. Asi pues, para K = 0, la limitacion (6-33) no admitira
del todo que a exceda de a,.

Las limitaciones del tipo (6-33) surgen asimismo cuando tene-
mos que operar con recursos limitados: puede estar limitada, si
se trata de trayectorias, la cantidad de energia, combusiible de
que se dispone, etc.

Las correlaciones expuestas permiten dar la siguienle defini-
cion del mando éptimo en los sistemas dinamicos. Se denomina
optimo el mando u*({) elegido del espacio de mandos admisibles U,
que para cl objeto descrito por la ecuacién (6-17) minimiza el
criterio de calidad (6-31) con las limitaciones presentadas a los
recursos a utilizar (6-33).

Los problemas dindmicos de mando, al igual que los de un
paso, pucden ser deferminados, si ¢l espacio de estados dec la na-
turaleza © consta de un solo elemento & == #, y esfocdsticos, si
dicho espacio ® contiene mas de un elemento y se ha estipulado la
distribucidn aprioristica de las probabilidades £(®) en el espa-
tio 9.

Entre los problemas estocasticos ocupan un importante lugar
los de mando adaptable que se utiliza en los casos en que los datos
aprioristicos sobre e} estado de la naturaleza resultan insuficientes
para llevar a cabo un mando eficaz, o falta una deseripcién mate-
matica suficientemenie exacta del propio objeto controlado. El
mando adaptable tiene como finalidad precisar los datos acerca
del estado de la naturaleza o las propiedades del objeto controlado
directamente en el procese de mando del objeto probando los dis-
tintos métodos de mando y buscando aquel de ellos que resulfe
maés eficaz en las condiciones concrelas dadas.

¢) Mando del estado final

En tfoda una serie de casos la naturaleza del movimienio del
objeto durante el proceso de mando no presenta un interés subs-
tancial y sélo es de importancia el estado que tomara el objeto en
el momento en que termina el proceso de mando. Pueden servir de
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ejemplos de problemas similares el aterrizaje “a ciegas” de un
avién que plantea rigurosas exigencias a la velocidad y la posi-
cién del avién en el momento en que toca tierra, el transporte de
carga para un plazo dado a un punto de destinacién dado, el al-
cance a finales del afio de una productividad del trabajo, etc. Estos
problemas recibieron la denominacién de problemas de mando del
eslado final.

Designemos por x(T) el estado del objeto en el momento final.
En el caso dado la funcién de objetivo va a tener la forma

q==Qq[x(T)]. (6-35)

Por cuanto x(T) depende de la naturaleza del mando em-
pleado «(¢), el valor q también dependera del mismo. Por eso el
problema de la eleccion del 'mando 6ptimo puede enunciarse para
este caso del modo siguiente: elegir tal mando u*(f) del espacio
de mandos admisibles U/ que para el objeto descrito por la ecua-
cién diferencial (6-17) minimice la funcion de objetivo (6-35) con
las limitaciones (6-33) de los recursos a utilizar.

d) Juegos diferenciales

La teorfa de los juegos diferenciales constituye la extensién de
la teoria de los juegos en los problemas de un paso ai caso de los
problemas dinamicos de mando. En los juegos diferenciales, como
en los habituales, toman parte dos perscnas que se llaman jugado-
res y cuyos intereses estan contrapuestos. Con esto, cada uno de
los jugadores puede dominar hasta cierto punto la situacién in-
fluyendo sobre el objeto con su mando propio. Esto significa que
en los juegos diferenciales el espacio de mandos admisibles repre-
senta el producto directo de los conjuntos

UXV, (6-36)

donde U es el espacio de mandos admisibles del primer jugador
con los elementos u(f) yv V es el espacio de mandos admisibles
del segundo jugador con los elementos v(f). De esta manera, los
elementos del espacio de mandos admisibles van a representar pa-
res del tipo (4, 0), e = U, v V.

Si no existe indeterminacién en el estado de la naturaleza la
ecuacién diferencial, que describe el movimiento del objeto contro-
lado, se obtiene de (6-17) sustituyendo « por el par (u, v), es
decir, tendra la forma:

t=g(x, u,v), x(0)=c. (6-37)
Los juegos diferenciales son de ordinario problemas para el
mando del valor final. Por ¢so, la funcién de ohjetivo depende del

estado del objeto en el momento final T que a su vez se determina
por las ecuaciones utilizadas, o sea, puede escribirse en la forma:

g=Q[xMN], x(T)=[lul@), v (6-33)
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La contraposicion de los objetivos de los jugadores consisie en
lo siguiente: mientras el primer jugador liende a minimizar la
funcion de objetivo eligiendo ¢! mando « del espacio U, los inte-
reses del segundo requieren tal eleccién del mando v del espacio V,
que maximice la funcién de objetivo. La esencia de la teoria de los
juegos diferenciales es la biisqueda por cada uno de los jugadores,
en esta situacién tan contradictoria, de los métodos de determina-
cién de su mando 6ptimo.

Son ejemplos de siluaciones caracteristicas para los juegos di-
ferenciales, las batallas, los combates aéreos, el fltbol, la persecu-
cion de un bujue por un torpedo, la proleccion de objetos contra
asaltos, etc.

6-5. PROCESOS DE MANDO DE PASOS MULTIPLES

a) Comportamiento de un sistema dindmico como funcion
del estado inicial

L.a biisqueda del mando o6ptimo en los sistemas dindmicos se
facilita considerablemente en muchos casos si se logra fraccionar
¢l proceso de mando de modo natural o artificial en pasos o etapas
separados,

7 {f,’ iz
¥ = = =

Fig. 6-2. Fraccionamiento del intervalo en dos pasos

Para efectuar el analisis en forma general, vamos a considerar
que el estado del objeto se describe con la variable multidimen-
sional

x=(x'" .., xln), (6-39)

Suponiendo que el proceso no es controlado y que no hay inde-
terminacién en el estado de la naturaleza, la ecuacién dijerencial
que define el movimiento del objelo con (B-17) se escribird por
analogia en la forma

=g (x), x(0)=c. (6-40)

La solucién de esta ecuacidon se escribe corrientemente como
x = x({) con lo que se recalca gue la solucién depende del tiempo.
Sin embargo, no es menos importante que la solucién de la ecua-
cién (6-40) depende del estado inicial ¢. Par eso es mas rigurosa
la forma de notacién que muestra la dependencia explicita de la
solucion x tanto del tiempo como del estado inicial:

x=x(c, fy=x[x(0), {]. (6-41)

Esta forma de notacidn permite considerar el estado det sistema
en el momento de tiempo arbitrario ¢ como cierta transformacion
del estado inicial x{0) = ¢ en el intervalo ¢,
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Examinemos el movimiento del objeto en el intervalo de 0 a £,
que dividiremos con el punto intermedio ¢, en dos intervalos de
duracion f; y t = {; — ¢, como se muestra en la figura 6-2. Exami-
nemos tres estados del objeto controlado:

estado inicial x(0)= ¢;

estado x(e, £;) en el momento intermedio #;

eslado x(c, fz) en el momento final f. .

Puede emplearse la descripcién del dltimo estado de doble ma-
nera. Dicho estado puede considerarse como la transformacién del
estado inicial x(0)= ¢ en el intervalo ta = £, 4t

x{e, f=x(c, [, + 1), {6-42)
o como la transformacién del estado x(c, ;) en =l intervalo ¢
e, y=x|x(¢c, ), 7] (6-43)

Como que ambas expresiones describen un mismo estado, en-
tonces, igualédndolas, obtenemos fa correlacién

xfe, t, +1)=x[x(c, 1)), ] (6-44)

b) Representacién de un proceso dindmico en forma
de sucesién de transformaciones

Supongamos que el proceso dinamico x(c, £} en el intervalo de
0 a ¢’ puede representarse de modo natural o artificial como pasos
mltiples vy hallemos el método apropiado de descripcion de dicho
proceso. Para obtener el proceso de pasos miltiples el intervalo

o 4 ¢z o T
L S e ¥ ¥ e — g
7 7z 75

Fig. 6-3. Fraccionamicnto del intervalo en n pasos

de 0 a 1’ debe ser fraccionado en n pasos consecutivos cuya dura-
cion tomaremos igual a 7, v, ..., T, como se muestra en la fi-
gura 6-3, Designemos por & (£ =0, ..., n) los momentos de ler-
minacién del k-ésimo pase de modo que fxey = 4 -+ Tasa ¥ por X
el estado del objeto en el momenio f;:
xe=x(c, ). (6-45)
El estado
Y=y le, lop) = x(c, e+ Toy)- (6-46)

Esta expresion puede representarse en concordancia con (6-44)
y (B-45) en la forma

Xnpy=x[x(c, {p), Teg] =X (xe, Tey) (6-47)

La correlacion (6-47) representa el estado del objete xx,; como
resultado de la transformacién del estado x, en el paso (k-4 I).
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Introduzcamos en el analisis el operador 7 que va a designar
la transformacion del estado del proceso durante un pase:

T(xy) =x{xs, Tegr), k=0,..., n—1L (6-48)
Entonces la correlacién (6-47) se escribira en la forma
Xy ==T (xp). (6-49)
Suponiendo que £=0, 1, ..., n — 1 podemos escribir todo el
proceso dinamico en forma de ia sucesién de transformaciones
xg=¢, xy=T (x5, ..., %, =T (i) (6-50)

c) Proceso de mando de pasos miiltiples

El proceso dinamico descrito por la transformacién (6-49) no
es controlado. Para obtener un proceso controlado de pasos miilti-
ples hay que tener la posibilidad de realizar en cada paso no una
transformacién T(xy) sino una del conjunto de transformaciones
Tyi5n), - - Tr(Xs).

Es cémodo considerar que el tipo concreto de transformacion
depender4 del pardmetro u; que en el k-ésimo paso puede tomar

L8]
@@ N
ot ] + Thar |
| ! '
| | |
| I
| | |
| 1 )
71| S -
[ ?.r,, ?1‘_,;,-;
A Iy " T L A
N a, s
o g) &

Fig. 6-4. Proceso de pasos malliples con variable bidimensional

uno de los valores del conjunto U, Vamos a denominar el para-
metro #, mando y el conjunio Uy espacio de mandos admisibles en
el k-ésimo paso. Ahora puede escribirse la transformacién reali-
zada en el k-ésimo paso en la forma

Kppr =T (xp, uz), U= U;. (6-51)

Si en la correlacion (6-51) hacemos consecutivamenie k =
=0,1,..., n—1y tomamos en cuenta el estado inicial xp, ob-
tendremos la descripcién de todo el proceso de mando de pasos
miltiplies:

=T (g, ), e =Uy;
k=0, 1, ..., n—1; xp=x(0)=c. (6-52)
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La corrclacién (6-52) denominada ecuacion de diferencias del
objeto controlado es andloga a la ecuacion diferencial (6-17) que
proporciona la descripcion del proceso dinamico continuo.

Ejemrio 6-1. Supongamos que la variable de estado es una magnitud bidi-
mensional x = (x4, x;z;? yue puede tomar los valores determinados gpeométri-
camente por los nudos de la reticula representada en la figura 6-4,a. La tran-
sicion de un nudo de reticula a] siguiente se realiza empleando en cada paso
uno de los dos mandos posibles; rs = 0, movimiento en sentldo horizenlal
¥ #x = |, wovimiento en sentido vertical. Por consiguiente, ¢l espacio de tnan-
dos admistbles, igual paru cualguier paso, es

Uy=1{0, 1), k=0, I, ..., n— 1,

Examinemos uno de los cuadrados de la reticula dada que se muestra cn
la figura 6-4,& en cuyo dngulo inferior izEulcrdo ¢l sistema se vio después del
k-¢simo paso, de modo que xx = {ay, ). El valor ¥4y = T(¥s. #s) depende de
la ceuacién aplicada. Como se ve, en la figura 64, & tienen lugar las siguientes

correlaciones: ,
Tl(a.s &), 0] =(a, b)) = xys5
Tl(a, b)) 1] =(a, o) = 54y

La trayecloria concreta de movimiento del sistema puede describirse indi-
cando el estado inincial % y la sucecidn de ecuaciones empleadas Asf, la tra-
yectoria marcada por la linea gruesa en la figura 6-4, a, se ohliene utilizando el
mando u == (01101001} con las condiciones iniciales xo = {z, fi).

d) Criterio de calidad del mando en el proceso
de pasos miltiples

Vamos a considerar que la calidad del mando se determina por
el valor de la funcién de objetivo g, cuyo valor numérico puede
considerarse como pérdidas que tenemos empleando uno u oiro
mando. Las pérdidas en un paso van a depender del estado del
proceso al comienzo del paso y del mando empleado en cste paso,
es decir,

q::=Q(x;¢. I'J-,q}, e eU,g, {6-53)

Como criterio de calidad del mando pueden tomarse las pérdi-
das completas durante todos fos n pasos del proceso y representar
el criterio de calidad de mando del proceso de n-ésimo paso en la
forma

n—1
1, (@)= éﬂ Qxe, us). (6-54)

Aqui por u se designa la sucesidn de los mandos, o sea, un
conjunto ordenado de tipo

W=ty « ooy tp~y), Uy SUp ..o, ttymy S Uy, (6-55)

Si se estudia el proceso de pasos maltiples de mando del valor
final, las pérdidas van a depender solamente del estade del objeto
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controlado al final del procese cuyo estado depende, a su vez, del

estado inicial y de los mandos empleados en cada paso:
¢ =q(x) = Q(x, 1), (6-56)

donde « se determina por la correlacién (6-55). Vamos a deno-
minar funcién de objetivo del proceso de mando de pasos miltiples
a la magnitud escalar determinada por la expresion (6-56).

El problema de la bisqueda del mando 6ptimo en el proceso de
pasos miiltiples puede formularse del modo siguiente. Para el sis-
tema dinamico, cuyos procesos se describen con la ecuacién de di-
ferencias (6-52), hatlar tal sucesion de ecuaciones wq, 4y, ..., 4,
que obedezean a las limitaciones del tipo uy s Uy, £ =0, I, ..
..., n— 1, 1a cual minimiza el criterio de calidad de mando (6-54)
o la funcién de objetivo (6-56).

Ya que los procesos de mando de pasos miilliples son un caso
particular de procesos dindmicos de mando, entre ellos pueden en-
contrarse problemas de todos aquellos tipos que se estudiaron en
los problemas de mando dindmico. Asi pues, si el espacio de esta-
dos de'la naturaleza @ consta de un solo elemento @, el problema
de mando de pasos miltiples se denomina deferminado, En caso
contrario éste pertenece a la clase de los problemas estocdsticos. -

Subrayemos que no siempre es posible incluir univocamente
uno u otro problema en la clase de los problemas de pasos mil-
tiples o de un paso. Asi pues, si en un problema de pasos multiples
la sucesién de valores de la variable que se toma en fos pasos
aisiados se considera como una variable multidimensional, el pro-
blema de pasos maltiples se convierte en problema de un paso.

6-6. PROBLEMA DETERMINADO DE OPTIMIZACION
DE UN PASO CON VARIABLE UNIDIMENSIONAL
DE ESTADO

a) Enunciado del problema

Entre los variados problemas de optimizacidn del mando el de
un paso con variable unidimensional ocupa un lugar un ianto par-
ticular. Esto es debido, en primera, a que en la practica tales pro-
blemas se encuentran con mucha frecuencia y en segunda, muchos
problemas de pasos miltiples y de un paso con variable multidi-
mensional incluyen en si en calidad de etapas separadas de la re-
solucién un problema de un pasc con variable unidimensional.
Aunque.el problema de optimizacién de un paso con variable unidi-
mensional puede ser resuelto en la mayoria de los casos por los
medios del anélisis matematico que se estudia en el curso de mate-
maticas superiores, no obstante, el esclarecimiento de algunas
propiedades de la resolucién y el empleo de algunos procedimien-
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tos de cileulo permiten en muchos casos simplificar notablemente
el proceso de resolucidn,

E} problema determinado de optimizacién de un paso con va-
riable unidimensional puede formularse del modo siguiente. Sea R
el conjunto de nimeros reales; X = R, el conjunto de los. valores
admisibles de la variable unidimensional; y x, ¢(x), una funcion
de x estipulada en el conjunto X. Se requiere hallar tal valor
de ¥ = X que se designaréa en lo-adelante por x* que convierte g (x)
en el minimo o maximo, es decir, satisiace 1a condicidn

¥ ={xe= X:q¢(x)=min(mdx)}. (6-57)

Los métodos de resolucion de este problema dependen del ca-
racter del conjunto X de valores admisibles de la variable que
vamos a suponer presentado en un intervalo real finito. Estudie-
mos atgunos casos particulares.

b) Caso del conjunto finito de soluciones admisibles

Analicemos el caso en que el conjunto de soluciones admisibles
es finito
X={x, ..., %). (6-58)

Con esto la funcién de objetivo g(x) se representara por el con-
junto de nimeros reales Q que pueden considerarse como el reflejo
del conjunto X en el conjunto de los ntimeros reales R:

Q: X—R. (6-59)

Los elementos dei conjunto Q, es decir, los valores g(x) para
todas x & X pueden hallarse por medic de célculos.

El procedimiento general para obtener el valor optimo x* con-
siste en comparar entre si por pares {odos los elementos del con-
junto @ y buscar entre ellos el elemento menor o mayor. Tal pro-
cedimiento no es complicado si el conmjunto X, y por ende, el
conjunto @ tienen un pequefio ndamero de elemenios. Si el niimero
de elemenios del conjunto X es grande, el procedimienio dado re-
querird un considerable gasto de tiempo lo que va asociado, en
primer lugar, a la necesidad de calcular muchas veces el valor
g(x).

El anico modo de simplificar este procedimiento sdlo puede ser
el intentar a disminuir el nfimero de elementos del conjunto X eli-
minando aquellos elementos con respeclo a los cuales podemos
estar convencidos [no funddndose en el célculo de los valores g(x)
sino basdndose en indicios secundarios cualesquiera), de que entre
ellos no puede eslar contenido el valor x*. Mas adelante se pon-
dran cjemplos del empleo de esie procedimienio que, claro est4,
siempre debe tenerse presente al resolver problemas con variables.
multidimensionales,
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c) Caso del conjunto infinito limitade de soluciones
admisibles

El caso que se encuentra con mas frecuencia es aquel en que
el conjunto X de valores admisibles de la variable representa el
intervalo real continuo limitado por los nimeros a y b:

X={x=sR:a<x<b}=]a, b}. (6-60)

Vamos a suponer que la funcién g(x) es continua y diferen-
ciable en cada punto del intervalo [a, b} con la excepcion posible
de un namero finito de puntos. En la figura 6-5 se muesira un
ejemplo de funcidn que satisface este requisito.

Designemos por x*, como antes, el valor x = X con el cual se
alcanza el minimo o el maximo de la funcién g(x). Como funda-
mento para la determinacién de x* ponemos el conocido postulado
del curso de analisis matematico consis-
lente en que para una funcién continua
y diferenciable sélo puede tener lugar
maximo o minimo en aquellos puntos
donde la derivada es cero. Estos puntos
pueden hallarse por la ecuacidn

gz __ &

|

i

i

. : :

g (xy=0. (6-61) 2 s ra

&
o
No obstante, en el intervalo [a, 8] pig 6.5, Ejemplo de fun-
pueden encontrarse puntos en los cuales cién de objetivo

la derivada no existe, como por cjemplo
el punto M en la figura 6-5, y también los exiremos del inter-
valo a y 0. En estos puntos que no obedecen a la condicion (6-61)
puet}ie hallarse asimismo un méximo o minimo de la funcién
9(x).

Para formular la regla general inlroduzcamos las siguientes
notaciones. Designemos por

S={x=X:¢(x)=0} (6-62)

el conjunto de puntos del intervalo [a, &), en los que la derivada se
reduce a cero;

S;={x=X:¢'(x) no existe} (6-63)
el conjunic de puntos del intervalo [a, 8], en los cuales no exisie
la derivada;

Sy={a, b} {6-64)

el conjunto de puntos consistentes en los extremos del infervalo
[a, b].

El valor x* que minimiza o maximiza ¢(x) se encontrara, sin
falta, enire los puntos del conjunio §,, entre los puntos del con-
junto S; o entire los punios del conjunto §;. En otras palabras, el
valor x = x* debe buscarse entre los puntos % del conjunto S de-
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terminado por la condicién
S=35US;US; (6-65)

que es un conjunto finito. Esta regla reduce el problema de buscar
el valor optimo x*, al analisis del caso anterior del conjunto finito
de soluciones admisibles. )
Ejemplo 6.2, Para la funcién dada en la figura 6-6 tenemos 81 = {xi),
Sy = {xg}. 52 = {a. b}
Luego, S = {a, x1, ¥z, b}.

Ejemplo 6-3. Sean X =1[0,2], ¢ (x)==|x——|§r|. Como segan la defini-

cion de la magnitud absoluta de ia g real

( I-*{ —y para y <0,
WA= y para y =0,
q(x) puede representarse en la forma
J 1 I
= —x para x<—;
2
g(x)=
—-i ara x;—l
| s=3» I
Diferenciando por x, obienemos:
{ —I para xfl—:
g’ {x) ={ )
1 -1 para x>?.

En el punio x = 1/, la derivada no existe, ya que los valores ¢'(x) en las
cercanias de este punto son diferentes a la izquierda y a la derecha. Como
vemos, en el intervalo [0, 2] no hay valores de x para los cuales ¢'(x) = 0. De
esla suerte, Sy == @&, S; = {1/3}, S5 =1{0,2} v 8 = {0, ", 2}.

Calculando los valores g(x) para todas las x & S, obtencinos m[i::] gl(x) =10

xelo. 2]

para x = I /2, mix g{x) = 3/2 para ¥ = 2.
xe[0, 2]

Hay que recalcar que los valores ¥ &= S determinan los minimos
y maximos relativos o locales, es decir, aquellos puntos ¥ del con-
junto X para los que

g(¥) <glx) o g(X)>qlx)

para todas las x suficientemente préximas a . Es cierto que entre
los puntos ¥ = S pueden hallarse también algunos en los ¢ue no
hay maximo ni minimo relalivos, por ejemplo, los puntos de in-
flexion. El célculo de los valores ¢(x) en los puntos x =% S
tiene el objetivo de separar el minimo o méaximo absolutos de ia
funcion g(x). Con esto, el procedimiento de resolucién descritlo
anteriormente puede resultar bastanie complejo si el namero de
elementos del conjunio S es grande y la funcidn g(x), complicada
para los céalculos,
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La simplificacién de la resolucién del problema consiste en
disminuir el numero de elementos del conjunto S lo que puede
lograrse cambiando el cédlculo de la funcién g(x) por el calculo de
las derivadas si éstas tienen una expresién maés sencilla que la
propia funcién. Con esto pueden aplicarse los métodos de elimina-
cién, conocidos del curso de matematicas superiores, de algunos
elementos del conjunto S basados en la comparacién de los signos
de las derivadas o en el calculo de las derivadas de 6rdenes supe-
riores.

Ejemplo 6-4. Hallar el valor de x = x* que maximiza la funcién g(x) =
= ¢=%* ¢n of inlervalo X = [—1. <-1]

De la condicidn ¢ (x)= —2xe~* =0 fallamos que 8, = {0} Por
cuanto la funcion g(x) es confinua, S; = @ y S; = {—1, +1} De esta manera,
8 == {—1,0,+1}.

Tratemos de disminuir el nimero de elemenlos del conjunte S, Por cuanto

,(t)={ =0 para x<0;
Ty < { para x>0,

en los puntos del conjunio Sy no puede haber méximog para ¢l punto x =0
se satisfacen las condiciones de méximo. Por tante, 8" = S, = {0}, x* =0,
glx®) =% = 1.

En el siguiente e¢jemplo examinaremos las dificultades que sur-
gen al resolver problemas con vatores numeéricos enteros de las
variables.

Ejemplo 6-5. Hallar el vajor de {=={" que maximiza la funcién ¢(i} =
== 100i — 3{? en e! conjunte X = {i = R : i, entero; 0 = ¢ =< 100}

Aqui el dominio de valores admisibles de la variable representa un con-
junto finito. Sin embargo, este tiltimo contiene un nimero tan grande de elemen-
tos, que resulta dificil comr?arar directamente los valores q(%] para todos los
elementos del conjunto X. En estos problemas siempre hay que tratar de exten-
der el dominio de valores admisibles de la variable de suerte que ella represente
un intervalo continuo, Por ejemplo, puede suslituirse X por Xi={xr=R 0 <
= x = 100} de modo que X — X;. Si ahora, en lugar de ¢(i) se construye una
nueva funcién g (x) tal que para ¥ = ig;(x) = ¢ (i), puede reemplazarse el pro-
blema de hallar la x* & X que maximice g(i) por el de encontrar x* = X,; que
maximice g:(x).

Hagamos gi(x) = 100x —3x2 en el ejemplo considerado. Enlonces
S;=(167), Se=& y Sy=1(0;100). De esta forma, S = (0;16.7; 100}
y x* = 16,7. Sin embargo, el valor de x* obtenide no es elemento del con-
junto X. Por cso hay que hallar e valor dptimo de i* entre los elementfos del
conjunto X adyacentes a x*, Asi pues, obienemos i* ={I6; 17} de donde halla-
mos que * = 17, g(i*) = 833.

d) Aplicacion de las férmulas de interpolacién

En diversos casos, como por ejemplo, al optimizar algunas eta-
pas de un proceso de pasos miiltiples la funcién g(x) no se pre-
senta a modo de formula sino que se indica Gnicamente el procedi-
mienio de obtencién de los vaﬂores g(x). En estos problemas re-
sulta imposible emplear los métodos analiticos descritos en la
seccién preccdente v para juzgar sobre la naturaleza de la funcion
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g(x) hay que encontrar todos los valores tomados por esta funcidn
en el intervalo de los valores admisibles de la variable X = [a, b].
Por cuanto, es evidentemente imposible exponer en forma tabular
todos los valores de la funcién g(x), se requiere calcular g(x)

para cierto subconjunto finito X del conjunto X y después utilizar
los resultados obtenidos para darse una idea de cémo se comporta
esta funcién en todo el intervalo [a, b]. Este procedimiento se deno-
mina interpolacién de la funcion ¢(x). Sin detenernos en los pro-
blemas generales de la teoria de la interpolacion, examinemos sélo
una de las férmulas de interpolacién mas difundidas denominada
formula de Newton.

Supongamos que en el inlervalo fa, #] se han tomado n 4 1
valores discretos equidistantes de x que constituyen el conjunto
X={xo=a,x,...,x, == b}slendox; =x+6,i=0,1,...,n,
donde § es el intervalo entre los valores discrelos adyacentes.

Vamos a considerar que se han calculado los valores g(x) para
re=X que son iguales a y; = q(x;), {==0, 1, ..., n. La interpola-
cién consiste en que se elige el polinomio p(x). de un grado no
superior a n que toma en los puntos x = x; los valores p(x;) = y:.
Los valores de este polinomio para cualquier x & [a, b] se toman
como valores de g{x).

Escribamos el polinomio p(x) en la forma

p(x)ﬂao"'ul (x—xo)+ag(x—xo)(x—x,}+
+ag(x —xghlx —x)) (x —x) + ...
+ax—x)lx—ux) ... (x—x,—) (6-66)

Determinemos los coeficientes ag, ay, ..., a, de suerte que
P(xo}-‘“ﬂa» p(xl}=yli ey p{xn}:‘fn'
Sustituyendo en (6-66) en lugar de x consecutivamente los va-
lores xo, *1, ..., X, obtennemos que
Yo=ay O ay= Yq;
n=a+tax—x)=g-+ad o a= _iha—ya;

Y2 = g+ @ (xg — Xp) + a3 (¥ — x) (xp — x,) ==

=yo+ 2(y — y) + 20°%; o ay= ”—’—~'"§§;‘i"l-

Este proceso de calculo consecutivo de coeficientes puede conti-
nuarse mas adelante.

Para la més comoda notacion de los coeficientes es conveniente
introducir designaciones especiales para las diferencias de valores
de las funciones. Se denominan primeras diferencias las magnitu-
des

Ayr=ys41 =y £=0, L,..., n—1L
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Las diferencias de las primeras diferencias se denominan dife-
rencias secundarias y se designan por

A= Aygs1 — DUr == Yrs2— W41 T Yo
Analogamentie pueden introducirse las diferencias tercera, cuar-
ta, etc. Por ejemplo,
Ay =Ny — N = Yres — Yrra + 3Yre1 — Y-
Teniendo en cuenta estas designaciones las féormulas para los
coelicientes toman la forma:
. Ay Ay, Ay,
g = Hys a|_‘%, [47] 2iﬁ;"“; an=m%]'.

Sustituyendo estos valores en la férmula (6-66), obtenemos la
férmuia de interpolacidén de Newton:

gl)=px)= ye+r,\f;u(~—"°)- &(_x—ro)(x—x.)+

gn X~ X X —x X = Xn—
e FE ( ) 0)( ) )( 5 ])' (6-67)
Esta férmuia se escribe corrientemenie de olra manera, ha-
ciendo
X — X
[

Tomando en consideracién (6-68), la férmula de Newtion ad-
quiere la forma de

px) = plx+ )= yo -+ udy, +
4 u{um— 11 T +u(u—- (g =2)... {u=n+ I)ﬁﬂye- (6-69)

al

=u 0 x=x3-+du (6-68)

En diversos casos para interpolar es cémodo emplear la for-
mula

p=Y u]] H (6-70)
f=0 i:ﬁr

Es evidente la validez de esta I6rmula porque, en primera, ¢lla
representa un polinomio de x, y, en segunda, para x = x;, &k =
=0,l, , nt los valores p(xh) resultan iguales a y.



Capitulo séptimo
PROGRAMACION LINEAL

7-1. ENUNCIADO DEL PROBLEMA
DE LA PROGRAMACION LINEAL

a) Definiciones fundamentales

Como se indicé en el capitulo 6, el término “programacion li-
neal” esta relacionado con la investigacién y resolucién del pro-
blema siguiente.

Esta dado un sistema de m ecuaciones lineales independientes
con n incégnitas xy, ..., X, llamado sisfema de limitaciones del
problema de programacion lineal:

apnX + ... +at, =b; }

. foe e (7_‘)
amlx[""' il +ﬂmxn"‘=bm'

El rasgo caracteristico del problema dado es que e! niimero de
ecuaciones es menor que el de incdgnitas, o sea, m < n. Se re-
quiere hallar los valores no negativos de las variables (x; = 0,
i=1,...,n) que satisfacen las ecnaciones (7-1) y minimizan la
funcién de objetivo:

g=cy+cx + ... +c,x,, (7-2)
frecuentemente denominada forma lineal.

Hagamos algunas aclaraciones a propdsito de este problema.
El sistema de ecuaciones (7-1) para el caso en que el niimero de
ecuaciones es igual al niimero de incognitas (m = n) se estudia
en el dlgebra ordinaria. Si con esto la determinante del sistema no
es igual a cero, e} sistema tiene una sola solucién y para hallarla
hay procedimientos bien elaborados. Si el niimero de ecuaciones
es menor que el de incégnitas (m << n), el sistema de ecuaciones
(7-1) tiene un conjunto infinito de soluciones, es decir, hay un
conjunto infinito de colecciones de variables x; (i==1, ..., n) que
satisfacen las ecuaciones (7-1). Vamos a llamar solucién a cada
coleccién de variables x; (i = 1, ..., n) que satisface el sistema de
ecuaciones (7-1).

No obstante, se ha impuesto a las variables x; una limitacién
adicional que consiste en que estas variables deben ser no nega-
tivas (x; = 0). En el caso general hay un conjunto infinito de
soluciones que satisfacen esta condicién adicional. Vamos a llamar
solucién admisible a cualquier solucién del sistema (7-1) con va-
lores no negativos de las variables. De este modo, la csencia del
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problema de la programacién lineal consiste en elegir del conjunto
de soluciones admisibles una solucién y precisamente tal que mini-
miza la forma lineal (7-2).

A veces en un problema de programacién lineal lodas o algu-
nas de las ecuaciones del tipo (7-1) tienen la forma de desigualda-
des. Asli, en lugar de la ecuacién

g1 Xy + R R QjuXyg = b,: {7'3)
puede formar parte del sistema (7-1) una desigualdad del tipo

anpx;+ ... a5, < by, (7-4)
o bien

apxy+ oo+ apx, =60 (7-5)

Pero es [acil transformar estas desigualdades en ccuaciones,
introduciendo la variable adicional x44; 2= 0 de modo que, segin
el signo de la desiguaidad, tenga lugar una de las dos expresiones

apxp+ o0 Fapx, X =0by }
apx,+ ... + Upaky -'xﬂ+."=bf'

Este cambio provoca simplemente el aumento del namero de
variables lo que no altera la esencia del problema.

A veces no existe el problema de minimizar la forma lineal
(7-2) sino de maximizarla. Este problema se reduce al anterior
cambiando el signo de la expresion para g. Por cuanto en lo suce-
sivo van a encontrarse problemas de ambos tipos, acordemos de-
signar el valor de la funcién de objetivo por ¢, si hay que mini-
mizarla y por ¢, si debe ser maximizada.

Antes de buscar la solucién de ia ecuacién (7-1) que salisface
todas las exigencias impuestas (x; =0, i=1, ..., n; g = min),
tratemos de hallar alguna solucién de la ecuacién (7-1). Por
cuanto el nimero de variables n en este sistema es mayor que el
de ecuaciones m, una de las soluciones posibles puede hallarse si
hacemos igual a cero n — m variables cualesquiera, El sistema de
m ecuaciones con m incégnitas puede resolverse por los métodos
habituales del algebra. Es verdad que para que el sistema de m
ecuaciones con m incégnitas tenga solucion, es necesario que no
se reduzea a cero la determinante compuesta con los coeficientes
de las incégnitas. Si esta condicién no se cumple, pueden igualarse
a cero otras n — m variables. La solucién obtenida con esto se de-
nomina solucion de base. Ahora podemos introducir la terminolo-
gia que se emplea ampliamente en los problemas de programacién
lineal. )

Se denomina base calquier coleccién de m variables tales que
la determinante compuesta con los coeficienies de estas variables
no es igual a cero. Estas m variables se denominan variables de
base (con respecto a la base dada). Las n — m variables restantes
se denominan variables no de base o libres. En cada sistema de
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ecuaciones concreto (7-1) pueden existir varias bases diferentes
con distintas variables de base.

Si hacemos iguales a cero todas las variables libres y resolve-
mos el sistema obtenido de m ecuaciones con m incégnitas, logra-
mos ilegar a la solucién de base. Pero entre las diferentes solucio-
nes de base van a haber algunas que dan valores negativos de
ciertas variables. Estas soluciones de base contradicen la hipétesis
del groblema y son inadmisibles.

onstituye una solucién de base admisible la que es admisible
simultineamente, o sea, la solucidn de base que da valores no ne-
gativos de las variables de base, Las soluciones de hase admisibles
son las mas sencillas de las soluciones admisibles del sistema (7-1).
No obstante, en la solucién del problema se implanta una condi-
cién adicional: 1a forma lineal (7-2) debe adquirir el valor minimo
con la solucién hallada. Con esta condicion adicional se complica
la solucién del problema, no obstante, el concepto de solucion de
base admisible juega un papel importantisimo ai hallar la solueién
completa del problema.

b) Ejemplos de problemas de programacién lineal

La programacién linea} surgié debido al estudio de los asuntos
relacionados con la blsqueda de las variantes mas ventajosas
durante la resolucion de diversos problemas de planificacidn y pro-
duccidn. En estos problemas existen una gran libertad de variacién
de diferentes parametros y una serie de condiciones limitadoras.
Se requiere hallar tales valores de los pardmetros que desde algin
punto de vista sean los mejores. Se catalogan entre dichos proble-
mas los de la bisqueda del método mas racional de utilizacién de
las materias primas y los materiales, la determinacién de los regi-
menes de produccién mdas ventajosos, el aumento de la eficacia de
funcionamiento de los medios de transporte, etc. Durante el mando
automatico del proceso de produccidon estas tareas deben solucio-
narse automética y continuamente. Por eso, el conocimiento de los
métodos de resolucién de problemas similares que es necesario
para cualquier ingeniero, se convierte sumamente valioso para el
especialista en automatica.

Aclararemos con una serie de ejemplos la esencia de los pro-
blemas de programacién lineal.

Ejemplo 7-1. Problema de la ufilizacién de recursos. Para realizar [ pro-
cesos tecnologicos diferentes Ty, ..., 7y una fabrica necesita m tipos de recur-
sos Sy, .... Sm (malerias primas, combustible, materiales, herramicntas, etc).
Las reservas de recursos de cada tipo son limitadas e iguales a by, ..., bm.
Se conoce el gasto de recursos por unidad de produccion en cada proceso tecno-
légico. Se requiere determinar gué cantidad de produccién de cada tipo hay que
elaborar para que Sea méximo el ingreso debido a la realizacion de esta pro-
duccion.

Designemos por ay el gasto de los recursos del tipo S; por unidad de
produccién del tipo T; y por cs, el ingreso debido a la realizacién de la unidad
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de produccion del tipo T; Representemos todos los dados exislenfes en forma
de la tabla 7-1 suponiendo para ser concretos que [ =3 y m = 4
Tabla 7-1

Anojacién de los datos Injciales en el problema
de Ja atilizacién de recursos

Gasto de recurses
. por unidad de producclén | Reservas
Tipos de recursos de

fecursos
T Ty T,
Sy ayy . ap by
Sa ay, fy; g by
Sy a3, a3z Ay by
Sy &y Qyz  G4s By
Ingresos por reali- £y £a s -
zacidn  de la
unidad de pro-
duccion -

Designemos por &3 ¢l niimero de unidades de produccién elaborada del
tipo T;. Son limilaciones en este problema los requerimicntos de que el gasto
de los fecursos del tipo 8; (=1, ..., m) para la claboracién de lodos los
tipos de produccidn no sobrepase de las reservas exisientes:

1
;Z:I Kby i=L ..., m (7-7)

Estas limitaciones se convierten facilmente en ecuaciones, introduciendo las
variables x4 2= 0, gue significan los recursos no utilizados del tipo S: Con
esto, en lugar de {7-7) obtenemos:

i
Za”x‘,+x“t—bi. i=l, ..., m (7-8)
=1

La magnitud del ingreso debido a la realizacion de la produccidn elaborada
serd igual a 4
q = '; 2%y (7-9)

El plan dplimo de elaboracién de la produccién serd la solucién no nega-
tiva del sistema de ecuaciones (7-8) con la que la funcion de objetivo (79}
sea maxima.

Ejemplo 7-2. Problema de la distribucién por empresas de fa produccién ela-
borada. El plan de la rama industrial prevé durante el tiempo T la elaboracidn
de los tipos de produccién siguientes:

Ay en cantidad de N, unidades;
Az en cantidad de N; unidades;

Ay en cantidad de N unidades.
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Estos tipos de produccién pueden elaborarse en r cinpresas similares
Ey, . ., L. Supongamos que ninguna de¢ las empresas puede elaborar simul-
taneamente varios tipos de productos Ademds, esldn dadaos:

ayy, la cantidad del producto A, elaborada en la empresa E; en la unidad
de tiempa;

be el coslo de la unidad del productlo del tipo A; claborada en la em-
presa Eg; s

X3, el tiempo de funcionamicnio de la cmpresa £, para elaborar el pro-
ducto Ay

Se requiere hallar los valores x¢; con los que serd wminimo el costa de la
producciin elaborada,

Limitaciones:

1) ¢l tiempo de funcionamiento de cada empresa no debe exceder de T

!
Y €T j=l.nn (7-10)

=]

2) la cautidad del producio elsborado debe corresponder a la nomenclatura
r

Qo= Ny Tesd, g (7-11)
f=1

La funcion de objetivo va a representar el costo total de la produccién ela-
borada, Si se loma en cuenta que la magnitud aq:;bx:5 representa el costo de
la parte de la produccion A; claborada por la empresa £;, el costo tolal de Ia

produccién elaborada es
r 4
QZ,Z ;Z agghyyy (7-12)
=] =]

Segn las condiciones del problema esta magnitud debe minimizarse al
cumplirse las limitaciones (7-10} y (7-11).

Ejemplo 7-8. Problema del fransporte. En los puntos Py, ..., P; hay un
pese homogéneo en cantidades ai, ..., @ Es necesario transportarlo a los
puntos Qi, ..., Q- en cantidades by, ..., b, de suerte que el costo total del
transporte sea minimo. Con esto se presnpone que la cantidad de carga re-
querida es igual a las reservas existentss

t r
Y= by (7-13)

=1 f==1

Designemios por Xy lan cantidad de carga transportada del punto P, al
punto @, y por cij, el costo de transporte de la unidad de esta carga. En el
problema hay las limitaciones siguientes:

1) la cantidad de carga enviada del punto P; a todos los puntos de desti-
nacion debe ser igual a las reservas exislentes aq:

r
Yory=ay i=1 ..k (7-4)
=1

2) la cantidad de carga que llega a Q; desde todos los punios de envie
debe ser igual a la necesidad by
/
Xoxy=bp i=h..r (7-15)
i=1
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La funcidn de objetivo determina el coslo total de transporte de lodas las

cargas
r i
q = ; Z Cop¥gp (7-18)
=] i==1

Ejemplo 7-4. Problema de seleccion de la versidn dptima de un eguipo. Se
necesita proyectar un dispositivo calculador numérico que debe elecluar sucesiva-
mente r operaciones mateméaticas y conforme a esto consta de r blogues en
serie. Hay [ versiones diferentes de cjecucion de cada bloque: con tubos electro-
nicos. clementos semiconductores, elementos de ferrita y transistores, microma-
dulos, cte. Se han establecido limitaciones con respecto al costo miximo (X}, las
dimensiones exteriores nidximas (¥) y el tiempo maximo de realizacidn de
las operaciones (Z). Se requiere elegir la versidn mds ventajosa desde el punto
de visla de las exigencias planteadas.

Desipnemos por x4, g 2, respectivamente, el costo, las dimensiones y el
tiempo de realizacién de una operacidn para el bloque i Enlonces, las litmita-
ciones existentes pueden escribirse en la forma

r 1% r
You<X, Y gp<vt. Xz=CI (7-17)
i=l =1 i=1

Las magnitudes x;, #: v 2. dependen de la version de ejecucién del blo-
que, es decir, son clementos de los conjuntos siguientes:

70k CTTRRR 73 S P /RN )
z; = {z“, WAy z”}, (7-18)

donde las magnitudes Xy, gir, 2+ signillcan, respectivamentie, el costo, las
dimensiones exteriores y el tiempo de realizacidn de uua operacién para ¢l
bloque i con la versién de ejecucion J.

Si 1, c2, €3 son los coeflicientes que caracterizan el valor relativo de la
disminucion del costo, las dimensiones exteriores y el tiempo de realizacion de
las operaciones, entonces, ia condicién de la versidn dpltima del equipo se
escribird en la forma

r r r
g=rt, > x;4c, Py, +ey ¥z, =min (7-19)
=1} =1 dmm]

La pariicularidad del problema dado que to diferencia del de programacion
lineal enunciado inicialmente es que aunque las timitaciones (7-17) y la funcion
de objetivo (7-19) son lineales, no obslante, las variables xi, yi, 2: no pueden
tomar cuoalesquiera valores no negativos, sino Onicamente los de los conjuntos
finitos (7-18). Por eso, los métodos corrientes de programacién lineal no son
aplicables al problema dado y éste debe resolverse por los métodos de pro-
gramacién discrela (de nimeros enteros).

c) Interpretacién geométrica del problema
de programacién lineal

Para lener una idea mas completa del problema de la progra-
macién lineal daremos la interpretacién geoméirica del problema
siguiente. Se tienc el sistema de ecuaciones

— 2 oy = 2;
X, — 2%, 4 x,=2; . (7-20)
X+ x+x=25
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y la funcién de objetivo
g =X, — X{. (7-21)

Se pretende hallar los valores no negativos de las variables
que satisfacen las ecuaciones (7-20) y que minimizan la funcién
de objetivo (7-21). Nos serd mas comodo dar las reglas de solucién
del problema de programacién lineal para el caso de maximizacién
de la funcién de objetivo, to que es facil hacer tomando en calidad
de funcidn de objetivo la expresidn

§=—g=1x—15 (7-22)

En el ejemplo considerado el niimero de ecuaciones es m = 3
y el de incégnitas, n =5, asi que hay m = 3 variables de base
y n—m = 2 variables libres. gl hecho de que sélo hay dos va-
riables libres hace posible ilustrar geométricamente ia sotucién de!
problema en el espacio binario, es decir, en el plano.

El sistema de tres ecuaciones (7-20) puede resolverse con res-
pecto a tres variables, por ejemplo, x3, x5 y x5 expresandolas por
medio de x; y xs; al hacerlo, obtenemos:

X3=24 2x, — xy;
Xy=2 — x, -~ 2xy; }
X5 =105 — x; — xo.

(7-23)

Por condicién del problema de programacién lineal las va-
riables sélo pueden tomar valores no negativos, es decir, el domi-
nio de valores admisibles de las variables sera el dominio deter-
minado por las condiciones

x>0, i=1,2, 3, 4, 5. (7-24)

Cada una de tas desigualdades (7-24) define cierto semiplano
en el plano (x), x3). Asi pues, la desigualdad x; = 0 define el semi-
plano superior y la desigualdad x; = 0, el semiplano que se en-
cuentra por un lado de la recta 2 4 2x, — x3 = 0 y precisamente
aquel que contiene el origen’ de coordenadas, lo que se comprueba
con facilidad sustituyendo en la primera de las desigualdades
(7-23) las coordenadas del punto (0, 0). El dominio correspon-
diente a x3 << 0 se llama prohibido y es til marcarlo mediante
rayado como se muestra en la figura 7-1.

En la figura 7-2 se mu¢stran frazados similares para todas
las x,. En esta figura las rectas correspondientes a la condicién
xg=0 (i=1, 2, 3, 4, 5) estdn marcadas las cifras. Los dominios
prohibidos correspondientes a la condicion x; << 0 estan marcados
por rayado. Como se ve en la figura 7-2 el dominio de valores ad-
misibles de las variables x; y x; es la zona obscura que representa
el poligono oabed. Tiene importancia apuntar que el poligono de
soluciones admisibles es convexo ya que constituye la interseccion
de los dominios convexos definidos por las condiciones x; == 0,
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El trazado realizado permile dar la interpretacion geométrica
de la solucién de base. Como que cada recta en la figura 7-2 co-
rresponde a la anulacién de una de las variables, en los puntos de
interseccidon de dos rectas van a converlirse en cero dos, es decir,
n — m variables. Pero n — m es el nimero de variables libres cuya
anulacién corresponde a la solucidn de base. De esta manera, los
puntos de interseccién de las rectas x; =0 (i=1, ..., B) deter-
minan las soluciones de base de los problemas de programacién
lineal.

Entre las soluciones de base hay:algunas que no pertenecen al
dominio de soluciones admisibles. Estas son soluciones de base
inadmisibles. Sélo pertenecen al dominio de soluciones admisibles

zy
S S -
Fig. 7-1. Semiplano Fig. 7-2. Poligono de soluciones
24 2% — X220 admisibles
aquellos puntos de interseccién de las rectas x; = 0 gue son vérti-

ces del poligono de soluciones admisibles. Por consiguiente, los
vértices del poligono de scluciones admisibles corresponden a solu-
ciones de base admisibles.

Examinemos ahora la condicion de maximizacién de la funcién
de objetivo (7-22). Geométricamente, con cualquier ¢ la expresién
(7-22{ define una recta trazada formando éngulo de 45° con el eje
de las abscisas, con esto, al incremento de ¢’ corresponde el des-
plazamiento de la recta en la direccion de la flecha mostrada en
la figura 7-2. Esta recta estard compatible con la solucién admi-
sible del problema sélo en el caso cuando tenga puntos comunes
con el dominio de soluciones admisibles. El valor méaximo de ¢’ se
obiiene con recta en la posicién extrema cuando ella se convierte
en recta de apoyo hacia el dominio de soluciones admisibles (linea
de trazos en la figura 7-2). No obstante, la recta de apoyo que va
al poligono convexo pasa, sin falta, a través de uno siquiera de sus
vertices que, como vimos, corresponden a las soluciones de base
admisibles.

De esta manera, llegamos a la deduccién importantisima de que
la solucién de un problema de programacién lineal que convierte
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en maximo la funcién de objelivo ¢’, se halla sin aflta entre las
soluciones de base admisibles.

Esta deduccidn se generaliza facilmente para el caso de m y n
arbitrarios, cuando n—m > 2. En este caso las condiciones
¥1 =20 (i=1, ..., n) determinan los semiespacios en el espacio
multidimensional cuya interseccion definira el dominio de solu-
ciones admisibles en forma de poliedro convexo. Los vértices de
este poliedro corresponderdn a las soluciones de base admisibles.
La expresién para la funcion de objetivo define el hiperplano en el
espacio multidimensional considerado, cuyo hiperplano con la con-
dicién g¢’=max sera de apoyo al poliedro de soluciones admisibles,
es decir, pasaran sin falta por uno siquiera de los vérlices. En este
caso la solucidén del problema de programacién lineal va a hallarse
también entre las soluciones de base admisibles.

La deduccién obtenida permite determinar el procedimiento de
resolucion del problema de programacién lineal. Por cuanto la so-
dicién sera de apoyo al poliedro de sofuciones admisibles, cuyo
namero es finito, pueden hallarse todas las soluciones de base
admisibles y calcularse el valor de ¢’ para cada una de ellas.
La solucién definitiva es aqueila de las soluciones halladas para
la cual el valor ¢’ serd maximo.

Este procedimiente de resclucién del problema aunque factible
es sumamente engorroso ya que ¢l niimero de soluciones de hase
admisibles puede ser muy grande. No obstante, existen métodos
racionales de seleccidn consecutiva de las soluciones de base, que
permilen examinar no todas las soluciones de base admisibles sino
un niimero minimo de ellas. Uno de los métodos mas difundidos
de esta seleccidn es el llamado método simplex a cuyo estudio
estara dedicado el parrafo siguiente.

7-2. RESOLUCION DEL PROBLEMA
DE PROGRAMACION LINEAL

a) Algebra del método simplex

La esencia del método simplex consiste en lo siguiente. Ante
lodo se halla alguna solucién de base admisible. Esta puede encon-
trarse tomando n — m variables cualesquiera como libres, igualan-
dolas a cero y resclviendo el sistema de ecuaciones obtenido (7-1).
Si con esto resultan negativas algunas de las variables de base, es
gecesario elegir otras variables libres, o sea, pasar a una nueva

ase.

Después de haberse enconlrado la sclucién de base admisible
se comprueba si no se ha alcanzado va el méximo de la funcién
de objetive ¢’. Si no es asf, se busca una nueva solucién de base,
pero no cualquiera sino aquella que aumenta el valor de la funcién
de objetivo g’. Después se repite ei proceso. Por cuanto en calidad
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de nueva solucién de basc admisible se elige sélo aquella que
aumenta el valor de la funcién de objetivo, el método dado brinda
la posibilidad de examinar un minimo de soluciones de base admi-
sibles y conduce con baslante rapidez al objelivo. Analicemos este
método més detalladamente con el ejemplo examinado anterior-
mente, '

Recurramos al sistema de ecuaciones (7-20) para el cual se
requiere hallar una solucidén negativa que maximice la funcién de
objetivo (7-22). Por cuanto n — m == 2, pueden fomarse en calidad
de variables libres dos cualesquiera, por ejemplo x; y xp. Igualan-
dolas a cero, de (7-20) hallamos la solucién de base x; = xo = 0,
£3=2, x4=2, xs =05 que es admisible y con la cual ¢ =
=X} — Xy = 0.

La comprobacién de si con la solucién hallada ha alcanzado o
no el maximo de la funcion de ohjetivo puede efecluarse buscando
una nueva solucién de base con la cual dicha funcién serad mayor.
Para el paso a la nueva solucién de base admisible hay que hacer
variable de base una de las variables libres x; o xz. Con eslo ella
va a ser diferente de cero, es decir, crecerd. Por consiguicnte, si
cualquiera de las variables libres forma parte de la expresion para
la funcién de objetivo con signo «+4-», vale decir, al aumentar ésta
crece la funcion de objetivo, entonces no se ha alcanzado el ma-
ximo de la funcién de objetivo y hay que convertir la variable dada
en variable de base haciendola diferente de cero.

Sin embargo, en caso de crecer la variable libre comienzan a
disminuir algunas de las variables de base. Como que los valores
negativos de las variables son inadmisibles, hay que tomar en
calidad de nueva variable libre aquelia de las variables de base
que se convierte en cero anles que las demds.

En el ejemplo examinado forma parte de la cxpresién para la
funcién de objetivo (7-22) con signo «+» la variable libre x,, Esto
significa que la funcién de objetivo no ha alcanzado el méximo y
debe hacerse variable de base la x,. Para determinar la nueva
variable libre expresaremos las variables de base x5, x,, X5 por me-
dio de las variables libres reduciendo las ecuaciones (7-20) a la
forma (7-23). En estas ccuaciones vemos que con x; =10 el
aumento de ¥; no provoca la disminucién de x3 pero hace decrecer
a x; y x5 de modo que siendo x; == 2 obtenemos x; =0y x5 =
— 3 = 0. De este modo la variable x4 debe hacerse libre lo que
nos lleva a una nueva base X, X3, Xs.

Para continuar la resolucién, solucionaremos el sistema (7-20)
respecto a las nuevas variables de base, reduciéndolo a la forma

Xy=06 4 3x, — 2x;;
X5 =13 — 3xp I X4

Xy =2 4 2% — X4
} (7-25)
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Asimismo expresaremos la funcién de objetivo por medio de las
nuevas variables libres x y x4

g=24x—=x. (7-26)

Repiliendo los razonamientos anteriores flegamos a deducir que
no se ha alcanzado el méximo de la funcién de objetivo y hay que
pasar la variable libre x; a la de base y la variable de base x5, a la
libre. Con esto, las variables x, xo, x3 forman una nueva base.

Resolviendo las ecuaciones (7-20) respecto de las nuevas va-
riables de base, obtenemos:

1 2
H=4—gx— 7%
1 | L
P SR P . -27)
K3=0 —xy — x5
La funcién de objetivo toma entonces la forma:
¢ =3—2x—3x. (7-28)

En la expresién (7-28) vemos que, al aumeniar las variables
libres x4 y x5, disminuye el valor de ¢’. Por tanto, con {a base dada
se alcanza el méximo de la funcién de objetivo cL’ y la solucién del
problema considerado sera la coleccién de variables siguientes:

X=x;=0, x;=4, =1, x=09.

Conesto g’ = —g= 3, g=—3.

El método de resolucién del problema de programacién lineal
estudiado posee la deficiencia de que acarrea voluminosas trans-
formaciones de una forma a otra del sistema de ccuaciones linea-
les, Puede lograrse una considerable simplificacién de las trans-
formaciones si presentamos las ecuaciones en forma de tablas que
contengan los coeficientes de las variables. Con esto, el paso de un
sistema de ecnaciones al otro se reduce a calcular nuevamente los
coeficientes en las tablas lo que se realiza segiin reglas puramente
formales que, ademas, estin bien adaptadas para resolverlas con
calculadoras electrénicas.

b) Método tabular de bisqueda de la solucién éptima

A] emplear el método tabular es conveniente introducir una
forma especial de notacion para la ecuacién (7-1) y la funcién de
objetivo (7-2). Designemos por xJ, i =1, ..., m las variables de
base y por x}, j=1,..., (n— m), las variables libres. Habiendo
expresado la funcién de objetivo y las variables de base por medio
de variables libres, enunciaremos el problema de programacion
lineal de la suerte siguiente:
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maximizar
n—rm

§ = —g=up— ;E-ll &, 07 (7-29)
a condiciones de que
n=m
Xj=a, — E} a”x;'; ie=1, ..., m;
620 x>0 (7-30)

Con tal forma de notacién el problema puede representarse me-
diante la siguiente matriz de coeficientes de las variables:
4 rd
V=l o =0
q | tottor .- G tpm
Jcl ul.!uli voe Qpipem i (7_31)
’
Xo || Cmitmr o0 Y fpemy
Por el aspecto de los coeficientes de la matriz (7-31) es facil
juzgar si es adinisible 1a solucién de base hallada y, en caso de ser
admisible, si scra o no éptima. En efecto, advirtiendo que la co-
lumna de coeficientes @y, { = 0 representa la solucién de base
correspondiente a la base x], ..., ¥, y la linea de coeficientes

aoy, | 5= 0, los coeficientes de variables libres en la expresion
para ¢’ tomados con e} signo opuesto, llegamos a la conclusion de

que la solucién de base correspondiente a la base ¥, ikl 88

admisible si @ == 0, { 5= 0. Si, ademds, ag; = 0, j %= 0, esta solu-
cién de base es asimismo la éptima. También, es evidente que con
ia sglucic’m de base optima el coeficiente o brinda el valor =
=q|l|éx=m qnn’:l‘

Comencemos la solucién del problema buscando cualquier solu-
cién de base admisible que no sea éptima en caso general. Repre-
sentemos esta solucién de base mediante la tabla de coeficientes
compilada a modo de la matriz (7-31). Para el paso a la mejor
solucién de base es necesario transformar ia matriz de los coefi-
cientes. El método de esta transformacion se formulard a manera
de sistema de reglas que ilustraremos con el ejemplo del problema
resuelto en el parrafo anterior. No vamos a dar una demostracién
rigurosa a estas reglas. Solo hacemos hincapié en que ellas corres-
ponden exactamente a aquellas transformaciones del sistema de
ecuaciones que se realizaron en el ejemplo precedente y pueden
comprobarse facilmente comparando las transiormaciones corres-
pondientes.

Supongamos que el problema de programacion lineal esta plan-
teado en forma del sistema de ecuaciones (7-20)} y de la [uncidn
de objetivo (7-22) que hace falta maximizar, Tomando x; y x; como
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variables libres, reducimos este sistema de ecuaciones y ia funcién
de objetivo a las formas (7-29) y (7-30):
§' =0 —(—x + %)
Xy =2 — (—2x - x5);
Xy=2— (¥ — 2xy);
x5=5 —(x; Xy).
Represenlemos la matriz de los coeficlentes en forma de la
tabla 7-2, a con cuadros de dimensiones suficientemente grandes,

en cuyo dangulo superior izquierdo anotaremos los coeficientes olij
de las ecuaciones (7-32).

(7-32)

Tabia 7-2

Transformaciones consecutivas de las tablas de coeficientes al resolver
un problema de programacién lineal

! =X —Xg 1 - —xy 1 —Xy -y
¥} —t I 2 1 —1
’ ’ I 2 1
e ¥ 3 + fl %13 |3
2 1 —2 ! 3
2 —2 |1 G 2 —3
X3 X3 X3 9 1 1
4 2 —4 3 —1 1
2 m —2 2 1 —2
X = X, X 4 1 3
4 I . ) 2 s 3 3
3 3
5 (5 | a3 =t [[3]
1 1 I 1
= =~ e & YTmp 3 oMt g w

) b) ¢)

Comprobemos si no se ha encontrado ya la solucién 6piima
cuya condicién es ooy == 0, | 5= 0. Por cuanto ag (coeliciente de
—x en la expresidn para ¢’) es negativo, la solucién 6ptima no se
ha encontrado y la variable x, debe hacerse variable de base. Des-
taquemos la columna correspondiente a ia variable x; por medio de
rayas dobles. Si los coeficientes «y; de algunas variables libres
resultan negativos entonces puede convertirse en variable de base
cualquiera de ellas.

Determinemos ahora cuél de las variables de base debe hacerse
libre. Evidentemente aquella que con mas prontitud se vuelve cero
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al aumeniar x,. Esta serd la variable de base x; para la cual el
coeficiente en la columna marcada e, = 0y la relacién co/as es
la menor. Dicha variable es la de hase x; con g = 2 y oy =1
También marcaremos con lineas dobles la fila correspondiente a la
variable de base x4

Llamaremos coeficienfe general al coeliciente A = ay que se
encuentra en el angulo superior izquierdo del cuadro en la inter-
seccién de la fila y la columna marcadas. En nuestro caso A == 1
(encerrado en un marco).

Ahora deben llenarse los angulos inferiores de cada cuadro. Lo
hacemos segin las reglas siguientes:

1) en el cuadro, en la interseccién de la fila y la columna mar-
cadas escribimos 1/X;

2) en los cuadros de la fila marcada escribimos los coeficienies
superiores, multiplicados por & (los coeficientes superiores a excep-
cion del coeficiente general se distinguen con {ipos gruesos);

3) en los cuadros de la columna marcada escribimos los coefi-
cientes superiores multiplicados por =% (los coeficientes inferiores
a excepcion del cuadro con el coeficiente general se distinguen con
tipos gruesos);

4} en los cuadros restantes escribimos el producto de los coefi-
cientes distinguidos con tipos gruesos en cuya inferseccién se en-
cuentra el cuadro dado, -

Después pasamos a llenar la tabla 7-2, b, que difiere de 1a 7-2, a
en que la variable libre marcada con x; se convierte en variable
de base y la variable de base marcada con x4 se volvié libre. Los
angulos superiores izquierdos de los cuadros de la tabla 7-2, b se
llenan segdn las reglas sigujentes:

1) la fila y la columna correspondientes a las nuevas variables
libre y de base se llenan con los coeficientes infericres de la fila
y la columna marcadas de la tabla 7-2, a;

2) en los cuadros restanies se anotan las sumas de los coefi-
vientes quese hallan en los cuadros correspondientes de la ta-
bla 7-2, a.

La tabla 7-2, b tlenada de esta forma corresponde a la matriz
de los coelicientes {7-31) con la nueva base x;, %3, x5. En lo suce-
sivo se repite fodo el proceso.

Por cuanto en la tabla 7-2, b el coeficiente ag << 0, no se ha
encontrado ia solucién éptima. Luego, segfin las regias enunciadas
es necesario llenar los é&ngulos inferiores izquierdos de la ta-
bla 7-2, b y pasar a la nueva tabla 7-2, ¢ que corresponde a la base
Xy, Xg, X¥3. En esta tabla los coeficientes my; j %0 son positivos
y ella brinda la solucién 6ptima del problema que hallamos en la
columia de los miembros libres:

n=14;, n=1; =9 xnp=x=0
q;mx =nn= 3 Guupn = 3.
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¢) Problema dual de programacién lineal

Volvamos al problema de distribucién de recursos examinado
en el ejemplo 7-1 y preguntémonos cual es, desde el punio de vista
de la empresa, el valor de los recussos exisientes a su disposicién.
Al solucionar esta cuestién vamos a tener en cuenta que los recur-
sos que {a empresa no puede utilizar por completo tienen para ella
un valor muy bajo en el sentido de que fa misma no va a estar de
acuerdo en sufragar incluso gastos pequefios para aumentar las
reservas de dichos recursos. Asi pues, el equipo costoso que no se
utitiza en el proceso tecnolégico posee valor nulo para la empresa.
Evidentemente tendrdn el mayor valor los recursos que limitan en
mayor grado la produccidén y, por ende, los ingresos de la empresa
en el aumento de las reservas de cuyos recurscs la empresa esta
dispuesta a sufragar gastos considerables.

Por eso puede considerarse que cada tipo de recurso posee
cierto “precio oculto™ que determina el valor de! recurso dado ﬁ)ara
la empresa desde el puato de vista de los ingresos por la realiza-
cion de la produccion y que depende de ia reserva existenie de este
recurso y de {as necesidades de él para realizar la produccion.

Si la empresa, por motivos cualesquiera, se limita a un solo
proceso tecnoldgico que requiere grandes gastos de cierto recurso
cuyas reservas estan limitadas, el precio oculto de este recurso
serd alto. No obstante, los precios ocultos establecidos en concor-
dancia con este proceso tecnoldgico no serdn los mejores ya que la
introduccidn de otros procesos tecnolégicos permitira utilizar mas
racionalmente todas las reservas de recursos. Luego, existen pre-
cios ocultos éptimos, que corresponden a los ingresos maximos de
la empresa, es decir, a la distribucion optima de los recursos.
Como vemos, la determinacion de los precios ocultos dptimos re-
sulta estrechamente vinculada al problema de distribucion optima
de los recursos, o sea, al problema de programacion lineal descrito
mediante el sistema de ecuaciones (7-8) y la funcién de objetivo
(7-9). Sin embargo, para determinar los precios ocultos éptimos
puede plantearse un problema independiente de programacidn li-
neal.

Designemos por w; ¢l precio oculto de la unidad del recurso S;
Las magniludes u; deben ser tales que el precio oculto de los re-
cursos utilizados en cualquier proceso tecnolégico no sea menor
que ¢l ingreso obienido. Empleando las designaciones del ejenm-
plo 7-1 y los datos de la tabla 7-1, escribiremos esta condicidn en
la forma:

; ayz=e, j=1, ..., L (7-33)

Si introducimos las variables u,,+; = 0 que representan el ex-
ceso del precio oculto de la unidad del producto sobre los ingresos
debidos a su realizacidn, el sistema de desiguaidades (7-33) se
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convierte en el de ecuaciones

m
‘Z‘ aytty — Uy =285 =1 cos, b (7-34)
Consideraremos precios ocultos éptimos a los que minimizan el
coslo total de los recursos, es decir, 1a magnitud

m
= 2 buy. (7-35)
=l

El sistema de limitaciones (7-33) junto con la funcién de ob-
jetivo (7-35) constituye un nuevo problema de programacién lineal
que recibi6 el nombre de problema dual respecto al del ejemplo 7-1
flue se denomina problema direcfo o fundamental de programacion
ineal.

No es dificil notar que los problemas directo y dual resultan
esirechamente vinculados entre si. Este vinculo se manifiesta en lo
siguiente:

si el problema directo es un problema de maximizacién de la
funcién de objetivo, el problema dual lo es de minimizacién;

los coeficientes de la funcién de objetivo en el problema directo
son miembros libres en las limitaciones del problema dual;

los miembros libres de las limitaciones def problema directo se
vuelven coeficientes de la funicién de objetivo en el problema dual;

tos coeficientes de las variables en las limitaciones del proble-
ma dual representan columnas de la tabla de coeficientes del pro-
blema direclo;

los signos de las desigualdades en las limitaciones se cambian
por los opuestos.

Existe una estrecha relacién entre las soluciones de los probie-
mas directo y dual de programacién lineal. Para establecer esia
relacién escribiremos las ecuaciones de los problemas directo y
dual en otra forma.

En el problema directo tomaremos las variables x,, ..., x como
libres y lo formularemos del modo siguiente:
maximizar
i
¢=0— ;Z: (—¢)) x; (7-36)
a condiciones de que
[
x;+;=bf—IZ 27Xy, i=1 ..., m. {7-37}
=1
A este problema corresponde la matriz del tipo
1 —_X ... = X
g |0 —¢ ... —g
X || b ay .. ayn (7-38)
Xi4m bm (27T S Qmy
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En el problema dual tomaremos como variables libres «,
voxy iy ¥ lo formularemos de 1a manera siguiente:

R ]

minimizar
g=0 ‘g biug (7-39)
a condiciones de que
u,.,,_uc-‘———c;—i—tg ayy, j=1, ..., 1L (7-40)

A este problema corresponde la matriz del tipo

1 imy ems e

q 0 b ... b,
Uy || — €4 Qi -vs Ay (7_41)
gl — € Ty w00 Oy

Como vemos, las columnas de la matriz (7-41) son lineas de la
matriz (7-38). Por consiguiente, podemos describir tos problemas
directo y dual mediante una misma matriz (7-38) en la cual, no
obstante, debe estar establecida la siguiente corronspondencia
entre tas variables directas y duales:

X = =y, j=1, ..., L
* i } (7-42)

X — —> 1y, i=1, ..., m.

Hay que recalcar que cualquier transformacidn de la matriz
(7-38) segun las reglas del parrafo anterior conduce a una nueva
matriz que también va a describir tanto el problema directo como
el dual. Por consiguiente, la matriz del tipo mas general (7-31)
puede servir para describir los problemas de programacién lineal
tanto directo como dual, Si con esto los elementos de la primera
columna (con la excepcién posible de cgs) son positivos, la matriz
corresponde a la solucién de base admisible del problema directo.
Si son positivos los elementos de la primera fila (con la excepcién
posible de mg) dicha matriz corresponde a la solucién admisible
del problema dual. Si en la mairiz (7-31) son positivos los elemen-
tos tanto de la primera columna como de la fila superior (con la
excepcion posible de ag), esta matriz corresponde a la solucién
6ptima lanto del problema directo como del dual. Con esto el
coeficiente ago brinda el valor de la funcién de objetivo que, siendo
optima la solucién, coincide tanto para el problema directo como
para el problema dual;

i?:rui-‘ = q;i in® (7- 43)

Ejemplo 7-5. El problema de distribucién de los recursos esti presentado en
la tabla 7-3, En las columnas complementarias de esta tabla se da la solucién
de los problemas directo y dual de programnacién lineal, es decir, se indica el
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plan Sptimo de dislribucién de los recursos, los sohrantes de recursos con el
plan optimo y los precios ocultos. En la tabla se ve que tiencn precio nulo los
recursos del lipos Sy que existen en exceso. Tienen el mayor precio los recursos
S, que se requieren para todos los procesos lecnolégicos y cuyas reservas no
son grandes,

Tabla 7-3
Datos iniciales para el problema de utilizacién de los recursos
Gaslo de recursos
por unidad de Reseryas Sobrantes
Tipos de recursos il B | Seee | Dk
reCursos Sptimo
T, T, Ty
5 2 f 1 25 5,5 0
S, ! i 1 4 0 3,0
S ] 4 2 19 0 05
S, 3 0 1 24 0 1,0
Ingreso por la realiza- 5} 5 3 - - -
cion de la uunidad de
produccidn
Plan éptime 5,5 1,0 7.5 - — —_

Notemos, cn conleusién, que los precios ocultos pueden jugar un impor-
tante papel en diversos casos como instrumento de mando. Asi pues, en una
gran empresa o rama industrial, en la que muchas decisiones se toman inde-
pendientemente por los departamenlos y grupos de produccién, a veces es di-
ficil informar a cada seccidn sobre las decisiones tomadas por otros departamen-
tos. En vste caso los precios oculios pueden servir de buena orientacion a cada
departemenio para tomar decisiones cercanas a las dptimas desde el punlo de
vista de los inlereses de toda la empresa en conjunto.

d) Concepto de programacién de mimeros enferos

En diversos problemas de programacidon lineal las variables
son magnitudes no divisibies en partes. Asi, una empresa no puede
producir 7,5 aviones, 4,8 turbinas, etc. En estos problemas se an ade
a las condiciones (7-1) y (7-2) la exigencia de que las variables x;
se expresen por numeros enteros o, como en el ejemplo 7-4, sean
clementos de un conjunlo finito. Geométricamente esto significa
que las soluciones admisibles seran no todo el dominio de solu-
ciones admisibles definido por las limitaciones (7-1), sino unica-
mente algunos puntos descritos de este dominio, como se muestra
en la figura 7-3.

Desde luego, puede intentarse resolver un problema similar sin
tomar en cuenta la condicién de que sean enteros los néimeros
y hallar la solucién determinada en la figura 7-3 por el punto 1,
y después redondear esta soluciéon hasta los nimeros enteros més
proximos obteniendo’ de este mode, en calidad de solucion de nua-
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meros enteros, el niimero 2. Sin embargo, con esto puede obtenerse
una solucidn que estd muy lejos de ser éptima. Asi, en la figura 7-3
el punto 3 va a servir de solucién éptima de nimeros enteros,

Existen diversos métodos de solucién del problema de progra-
macién de nimeros enteros de los cuales el mas difundido es el
método de Homory. Sin detenernos en el aspecto de calculo del

método de Homory indiquemos solamente
& la idea general de dicho método.

E! método de Homory estd basado en
el empleo del método simplex, con ayuda
del cual se busca la solucién optima que
no toma en consideracién que las varia-
bles sean de néimeros enteros ¢ de caracter
discreto. Si esta solucidn resultd de nime-
- ros no enteros, se introduce una limitacién

@ & 2y d@ 0 adicional que geométricamente repre-
Fig. 7-3. Conjunto de so- S€Nta fa linea ab en la figura 7-2 la cual
Jucionies admisibles en el  Secciona una parte del dominio de solucio-
problema de programa- nes admisibles junto con la solucién 6p-
cidn de nimeros enteros  {ima obtenida que no contiene ningtin pun-

to admisible de nlimeros enteros. Con esta
limitacién adicional la solucién dptima hallada se encuentra fuera
del nuevo dominio de soluciones admisibles, es decir, serd inad-
misible. Por eso el problema se resuelve de nuevo por el método
simplex y se halla la solucién éplima ya para el nueve dominio de
soluciones admisibles. Si esta nueva solucion otra vez no es de
nfimeros enteros, se repife el proceso.

En los Gltimos tiempos para resolver el problema de programa-
cién de niimeros enteros se eplean con éxito métodos combinatorios

entre los cuales el mds importante es el método de las ramas y los
limites.

LR PN

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 7

7-1. Transformar las desigualdades (7.10) en ecuaciones, ¢Cuél es el signifi-
cado lisico de las variables anadidas al hacerlo?

7-2. Determinar con ayuda del méfodo simplex el plan éptimo de distri-
bucién de los recursos por los dalos del ejemplo 7-5, habiendo tomade como
variables libres en la etapa inicial x,, xg y xa.

7-3. Resolver por el méloda simplex el problema dual por los dates dei
ejempla 7-5 habiendo tomado como variables libres en la etapa inicial wy, na, us
y w7 Comparar |a matriz correspendiente a la solucién dplima con la matriz
respectiva, dada en el problema 7-2.



Capitulo octavo
TEORIA DE LOS JUEGOS

8-1. OBJETO DE LA TEORIA DE LOS JUEGOS

a) Juego como modelo de una situacion de conflicto

La teoria de los juegos representa una disciplina matematica
que se desarrolla intensamente, el objeto de cuyas investigaciones
son los métodos de toma de decisidn en las llamadas situaciones
de conflicto. La situacidn se llama de conflicto si en ella chocan
los intereses de varias (habitualmente dos) personas que persiguen
objetivos opuestos. Cada una de las partes puede tomar una serie
de medidas para alcanzar sus objetivos, con esto( el éxito de una
parte significa el fracaso de la otra.

Los autores del primer tratado fundamental sobre la teoria de
jos juegos, J. von Neumann y O. Morgenstern, se orientaron al
'anéljisis de las situaciones de conflicto en las cuestiones de econo-
mia cuando, existiendo competencia libre, juegan los papeles de
partes en lucha firmas comerciales, empresas indusiriales, etc. Sin
embargo, las situaciones de conflicto se presentan en otras muchas
esferas. Se calalogan entre las situaciones de conflicto casi todas
las que surgen durante la planificacién de operaciones militares,
eleccidn del sistema de armamento, proteccion de los objetos contra
ataques, persecucién e intercepcién deé un objelivo, ete. Son ejem-
plos interesantes de situaciones de conilicto las competiciones de-
portivas, discusiones de arbitraje, subastas y elecciones al parla-
mento en caso de haber varios candidatos para un puesto.

Los ejemplos presentados indican la gran variedad de situacio-
nes de conflicto que se encuentran en la praclica. Corrientemente
esas situaciones son de dificil anilisis directo a cuasa de la mul-
titud de factores secundarios acompafiantes. Para hacer posible el
analisis matemético de una situacion de conflicto es necesario
simplificarla, tomando en consideracién solamente los factores bé-
sicos. El modelo simplificado y formalizado de una situacién de
conflicto se denomina jizego y las partes en conflicto (contrincan-
tes), jugadores. Nos limitaremos a estudiar los juegos en los que
s6lo hay partes en conflicto. Antes de dar la definicién formal de
juego, es necesario aclarar la terminologia utilizada que coincide
en principo con la que se encuentra en diversos juegos de entrete-
nimiento y azar (ajedrez, damas, juegos de cartas, etc,).

Hay que distinguir el concepto de juego y el de partida indivi-
dual de este juego. El juego representa la coleccién de reglas que
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describen el comporiamiento de los jugadores. Cada caso en que
se juega un juego de alguna forma concreta, de principio a fin,
constituye una partida del juego. Los elementos del juego son las
jugadas. Las reglas del juego determinan cual debe ser la secuen-
cia de las jugadas e indican el caracter de cada jugada.

Las jugadas pueden ser personales y aleatorias, La jugada per-
sonal es la eleccién por el jugador de una de las variantes de un
conjunto preasi%’nado. Por ejemplo, cada jugada de ajedrez es una
jugada personal, siendo la primera la eleccién entre 20 variantes.
La decisién tomada por el jugador para la jugada personal se
llama eleccion.

La jugada aleatoria es también la eleccién de una de las va-
riantes de un conjunte, pero aqui la variante no se elige por el
jugador sino por cierto mecanismo de eleccién aleatoria. Pueden
servir de ejemplos de jugadas aleatorias el reparto de cartas o el
lanzamiento de una moneda. La eleccién realizada durante la ju-
gada aleatoria se denomina resuffado de esta jugada.

Con respecto a las jugadas las reglas tienen la siguiente
estructura. s

Para la primera jugada las reglas indican si ésta es una ju-
gada personal o aleatoria. Si es la jugada personal, ellas enume-
ran las variantes existentes e indican cual jugador debe hacer la
eleccion. Si es una jugada aleatoria, enumeran las variantes exis-
tentes y condicionan las probabilidades de su eleccién.

Para cada jugada siguiente las reglas determinan segtin las
clecciones y los resultados de las jugadas anteriores:

si va a ser esta jugada personal o ateatoria:

si la jugada va a ser aleatoria, las variantes que se presentan
v las probabilidades de su eleccidn;

si la jugada va a ser personal, cudl jugador realiza la eleccidn,
las variantes posibles entre las cuales se realiza la eleccién y Ja
informacidén con respecto a las elecciones y los resultados de las
jugadas anteriores.

Por filtimo, las reglas determinan segln las elecciones y los
resuliados de las jugadas que se suceden una tras otra (es decir,
en dependencia de la marcha del juego), cuindo debe terminar el
juego y cuales son las ganancias o pérdidas de cada jugador.

b) Concepto de estrategia

Imaginémonos que queremos jugar una partida de ajedrez con
las blancas pero no podemos estar presentes personalmenie duran-
te el juego. Tenemos un sustituto que debe desarrollar la partida
y cumplir todas nuestras indicaciones. Pero é no sabe jugar al
ajedrez y no es capaz de tomar decisiones independientes. Para
que el sustituto pueda desarrollar toda ia partida hasta el final,
deben dérsele tales indicaciones que prevean cualesquier posiciones
posibles en el tablero y determinen para cada posicién la jugada
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que debe hacerse. El sistema completo de estas indicaciones es la
estrategia.

Asi, la estrategia de las blancas debe indicar la primera juga-
da, y después para cada respuesta de las negras, la siguiente
jugada de las blancas, ete, Por supuesto, la compilacién de la
estrategia completa duranie el juego de ajedrez es un trabajo
enorme, practicamente irrealizable. Por ejemplo, el jugador con las
blancas que estd presente en persona, debe tomar dos decisiones
para hacer dos primeras jugadas. Ahora, jugando con ayuda del
sustituto &l debe preparar 21 decisiones para aquellas mismas dos
jugadas (una decision, primera jugada y 20 decisiones, respuestas
a las 20 primeras jugadas posibles de las negras). No obstante,
en muchos problemas mas sencillos el concepto de estrategia es
sumamente {til.

De esta suerte, la esfrategia del jugador constituye la descrip-
cion univoca de su eleccién en cada situacién posibte en ta que él
debe hacer una jugada personal.

Si el juego consta solamente de jugadas personales, su resul-
tado estd determinado si cada uno de tos jugadores eligi6 su estra-
tegia. Sin embargo, si en el juego hay jugadas aleatorias, entonces
&l va a tener caricter probabilistico y la eleccidn de la estrategia
de los jugadores todavia no determinara definitivamente su resul-
tado.

¢) Descripcién formal del juego de dos personas

Designemos por X e VY los conjuntos o espacios de todas las
estrategias posibles que pueden utilizar los participantes del juego
que en lo sucesivo se denominaran, respectivamente, primer 'y se-
gundo jugadores. Las magnitudes x & X e y & ¥ van a significar
las estrategias concretas del primer y segundo jugadores.

Para introducir en el analisis las jugadas aleatorias e¢s cémodo
considerar que toma parte en el juego un tercer jugador que hace
las jugadas alealorias utilizando para ello el correspondiente meca-
nismo de eleccion aleatoria. Designemos por 4 el espacio de estra-
tegias de este jugador. Cualquier estrategia # = H del tercer juga-
dor que representa la secuencia concreta de todas las jugadas
aleatorias en la partida ocurrira con cierta probabilidad p(4) que
no es dificil de calcular conociendo las probabilidades de cada
jugada aleatoria en esta secuencia. Es fécil ver que p(#) repre-
senta la distribucién de probabilidades en el espacio H, es decir,
satisface las condiciones

p=0, ¥ ph)=1. (8-1)
Designemos por g cierta variante del juego, es decir, una par-

tida posible. Esta variante estara determinada si se han elegido
las estrategias de los jugadores x e y y las de las jugadas aleato-

24]1



rias A. Por consiguiente, la partida concreta g representa ta {riada
de magnitudes x, g, h:

g=(x, y, h). (8-2)

El resultado de la partida son la ganancia o pérdida de cada
uno de los jugadores. Para mas comodidad vamos a estimar las
ganancias y pérdidas con algian nimero, por ejemplo, con una
suma de dinero en rublos.

Examinemos una de las partidas concretas g(x, g, h) y designe-
mos por L.(x, 4, h) y Ly(x, g, k) las ganancias o pérdilas-del pri-
mero y segundo jugadores, respectivamente. Al hacerlo, considera-
mos las ganancias como pérdias negativas, La suma total de
pérdidas de ambos jugadores es igual a:

Lelx, g, B+ Ly(x, 4, B). (8-3)

En lo sucesivo nos limitaremos a examinar solamente los la-
mados juegos con suma nula, es decir, los juegos cuya suma total
de pérdidas (8-3) es igual a cero. En tales juegos la pérdida de un
jugador es igual a la ganancia del otro.

Al estudiar los juegos con suma nula no hay necesidad de con-
tar por separado las pérdidas o ganancias de ambos jugadores
y podemos limitarnos a contar solamente la pérdida del segundo
jugador (la ganancia del primer jugador):

Ly(x, 4, By==—L_(x, y, hy=L{(x, y, h). (8-4)

Por cuanto la estrategia h es aleatoria, con las estrategias ele-
gidas x e y las pérdidas L(x, y, i) serdn una magnitud aleatoria
con la distribucion de probabilidades p(#) en el espacio H. Por eso
finicamente pueden estimarse las estrategias elegidas x e y to-
mando la medida de las pérdidas L(x, y, R) por todo el espacio H,
es decir, introduciendo el concepto de pérdidas medias L(x, y) de-
terminadas segin (5-64) por la correlacién

Lix, y)= %3” Lix, y, k) ph). (8-5)

El juego estarid determinado si estdn enumeradas todas las
estrategias posibles de los jugadores, es decir, estan presentados
los espacios X e ¥ y determinadas las pérdidas L(x, y) para xe X
e y & Y cnalesquiera. De este modo llegamos a !a siguiente defini-
cion formal de juego.

El juego G se define por la triada

G=(X,Y, L), (8-6)

donde X e Y representan cierto espacio y L es una funcién numé-
rica limitada definida en el producto directo X X Y. Los puntos
xe= X e ye= Y se denominan estrategias de! primere y segundo
jugadores y la funcién L se llama funcidn de pérdidas.
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Es cémodo presentar los juegos, en los cuales cada jugador
tiene un nimero finito de estrategias (juegos finitos), en forma de
la llamada matriz de pérdidas. Sea G = (X, Y, L) un juego finito
enelque X = {x,..., x,) e Y= {, ..., y»}. Entonces la matriz
de orden m X n

qn ... G
Q=ligyll=f . .. .. (87)

’

Gmi o+ Gma

en la que ¢, = L (xy, y;) se denomina matriz del juego G.

Para que la descripcion del juego esté terminada hay que se-
fialar los objetivos por los cuales se guian los jugadores al elegir
sus estrategias. Estos objetivos son lo suficientemente sencillos.
El primer jugador trata de asegurarse la mayor ganancia, o sea,
de maximizar la funcidn L(x, y) y el segundo jugador trata de
hacer minima su pérdida, es decir, de minimizar la funcién L (x, y).
De este medo, los objetivos de los jugadores resultan directamente
opuestos. La dificultad especifica con esto es el hecho de que
ninguno de los jugadores controla por completo el valor L{x,y)
ya que el primer jugadoer sélo dispone del valor de x, y el segundo,
solamente del valor de g La superacién de esta dificultad, o sea,
la determinacién por cada uno de los jugadores del método mas
racional para desarrollar el juego, constituye la esencia de la teo-
ria de los juegos,

Es necesario recalcar que los razonamientos expuestos sdio son
ciertos para un juego de dos personas con suma nuta. Si el nimero
de jugadores es mayor de dos, surge una situacién completamente
diferente cuya particularidad consiste en que algunos de los juga-
dores pueden mancomunar sus acciones formando coaliciones con
distribucion de las ganancias por acuerdo entre los participantes
de la coalicién. Los participantes de la coalicién pueden estimar
sus posibilidades con mas plenitud y efectuar acciones coordinadas
asegurandose asi la ganancia mds cuantiosa.

Otra variante de juego es el juego con suma no nula. En este
juego las ganancias de unos jugadores pueden obtenerse no sola-
menle a cuenta de las ganancias de otros sino también a base de
pagos cualesquiera recibidos del exterior. Estos pagos pueden con-
siderarse como pérdidas de cierto jugador adicional ficticio, lo que
permite reducir el juege de n personas con suma no nula al juego
de n - 1 personas con suma nula,

Sin embargo, la teoria de los juegos con n participantes para
n > 2 es bastante compleja y estd insuficientemente investigada.
Por eso nos limitaremos solamente al estudic del juego de dos
personas cof suma nula.

Ejemplo 8-1. Para aclarar los conceptos introducidos, examinemos el juego
siguiente que consta de cuatro jugadas.

Primera jugada (personal). El primer jugador elige uno de los dos nitmeros
enteros 1, 2.
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Scegunda jugada (aleatoria), Se lanza una moneda y si cae de escudo
(y s6lo en este caso), se comunica al segundo jugador lo elegida por el primero,

Tercera jugada (personal). El segundo iugagor elige uno de los dos nime-
ros cnteros 3, 4.

Cuarta jugada (aleatoria). Se elige de forma aleatoria, con probabilidades
0.4, 0,2, 0,4 upo de los lres nameros enteros 1, 2, 3.

Resultado del juego: se adiciopan los nimeros, elegidos en la primera, ter-
cera y cuarta jugadas y la suma obtenida se paga por el seguando jugador al
primero, si ella es par y por el primer jugador al segundo, si es impar.

Durante el analisis preliminar es cémodo representar el juego
en forma de arbol en el cual las posiciones que surgen en el pro-
ceso del juego se representan por vértices y las jugadas, por ra-
mas que unen un vértice con otro. En la figura 81 se muestra el

> §-8 7 765
Perdida ¢ p $9°7
i 327 4.2

Cuarta juga-
da 0 o,
% ki
fercera ;ezg&aﬁ?@ @
& 5
Segunds jugada

Primera jugadz

Fig. 8- Arbol de juego

arbol del juego considerado. Los vértices correspondientes a las
jugadas personales del primero y segundo jugadores, se designan
respectivamente por 7 y /1. Los vértices correspondientes a las
jugadas aleatorias se designan por O. Los vértices finales que de-
{ermiuan las variantes aisladas del juego estdn marcadas con
cifras que significan las pérdidas del segundo jugador.

En los diferentes vértices correspondientes a las jugadas per-
sonales, el jugador posee un tipo determinado de informacién sobre
las jugadas precedentes. Si en varios vertices éste tiene acceso
a una misma informacién, es conveniente reunir estos vértices,
Mediante esta reunion sc obtienen grupos de vértices S; denomina-
dos clases de informacién. En el ejemplo examinado hay cuatro
clases de informacién cuyo contenido es el siguiente:

Sy, todavia no ha habido jugadas, cl primer jugador debe hacer
la primera jugada;

Ss, el primer jugador eligio I;

Sa, el primer jugador eligié 2;

8,4, no se sabe qué eligio el primer jugador.
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Al alcanzar al vértice que se halla en la clase Sy, el segundo
jugador no tiene informacién sobre la eleccién hecha por el primer
jugador. Dicho juego se denomina juego con informacién incom-
pleta. Si forma parte de la clase de informacién sélo un vértice, el
jugador que alcanza este vertice estd completamente informado
sobre todas las jugadas anteriores (&l puede obtener esta informa-
cién, por ejemplo, siguiendo por el arbol del juego el camino hasta
el vértice dado), o sea, dispone de toda la informacién sobre el
juego. Los juegos en los que cada clase de informacion contiene
sOlo un vertice se denominan juegos con informacién completa
(ajedrez, damas, domind, etc.).

Examinemos el espacio de estrategias de los jugadores. Descri-
bamos con la tabla 8-1, a el espacio de estrategias del primer juga-
dor que consta sélo de dos elementos, a los cuales corresponde la

Tahla 8-1
Espaclo de estrategias para el juego en el
ejemplo §-1
1 X3
m (2)
a)
td 4 L4 Y b Vs b: i

(333) | (334) | (343) | (344 (433) | (434) | (443) | (444)

b)
h W, | . 2» (E 1] 2, 1 P, 4 P, 3
P (h) 0,2 ' 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2
c)

eleccién 1 6 2. La estrategia del segundo jugador debe indicar su
jugada con cualquier variante posible de juego. La variante de
juego se dclermina por la clase de informacién del jugador, Para
€l segundo jugador hay tres clases de informacicn: Sz, Si, S,
Luego, la estrategia del segundo jugador consiste en indicar cual
de los dos nimero, 3 6 4, él elige en cada clase de informacion.
Asi pues, la estrategia (4, 3, 3) significa que el segundo jugador
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elige el 4 en la clase de informacién S; y 3, en !as clases de infor-
macién Ss y Si. El espacio de estrategias del segundo jugador se
presenta en la tabla 8-1, b.

Las estrategias aleatorias h constan de dos jugadas: la se-
gunda es la eleccién J o P con probabilidades 0,5; 0,5 y la cuarta,
la eleccién del nimero 1, 2 6 3 con probabilidades 0,4; 0;2; 0,4. La
probabilidad de cada estrategia es igual al producto de las proba-
bilidades de los resultados de ambas jugadas. En la tabla 8-1,¢
se ofrecen el espacio de las estrategias aleatorias # y la distribu-
cién de las probabilidades p(h).

Para componer la matriz de pérdidas hay que determinar las
pérdidas g;; = L(x;, y;) las que en concordancia con (8-5) serén
iguales a:

quy= k;ﬂ L{xi, g5 k) p (h),

con csto las magnitudes L (xy, y; #) representan las cifras con las
que estan marcados los vértlices terminales del arbol del juego.

Es cémodo realizar el cilculo de las magnitudes g;; mediante
el método tabular por analogia con la tabla 8-2 preparada para de-
terminar gy;.

Tabla 8-2
Célculo de las pérdidas g, para el juego en el
ejemplo 8-1
h ALY Lixy. gy, k) Lixy, g, Ay p (k)
71 02 +5 +1.0
7.2 0,1 —6 —0,6
J, 3 0,2 +7 414
1 02 +5 + 1.0
P2 0 —5 —0,6
P, 3 0,2 -+7 +1.4
g =436

d) Precios superior e inferior del juego

Para comprender los principios gue constituyen el fundamento
de la eleccion por cada jugador de su estrategia, examinemos el
juego con la matriz representada en la tabla 8-3.

Supongamos que el primer jugador elige la estrategia x,. Si la
ganancia L(x,, ) va a depender de la estrategia que elige el se-
gundo jugador, por ejemplo, con la estrategia x, las ganancias
del primer jugador pueden ser 7, 2, 5, 1. ¢Acaso el primer jugador
puede esperar una ganancia maxima igual a 7¢ Si, en caso de que
este suponga que el segundo jugador elige la estrategia y,.. No
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Tabla §-3
Matriz del juego con punto silla

h iy s i A (x)
Xt 7 2 5 1 1
Xz 2 2 3 4 2
X3 5 3 4 4 3*
Xy 3 2 | 6 1
B (y) 7 a» 5 6

cbstante, el segundo jugador puede elegir cualquier otra estrate-
gia, incluso y,, y entonces la ganancia del primer jugador scra
igual a 1. Pero ella no puede ser menor de | con ninguna estra-
tegia del segundo jugador. Por eso I, que es ¢l menor elemento del
conjunto L{x, y) = {7, 2, 5, 1}, representa la ganancia garantizada
dei primer jugador con la estrategia x;.

generalizando los razonamientos expuestos vemos que si el
primer jugador emplea la estrategia x,, asegura una ganancia
garantizada A(x;) igual al menor elemento del conjunto L (xy, y):

A () = min L (xe. ). (8-8)
¥

En la teoria de los juegos se supone que los jugadores obran
con suficiente cuidado evitando el riesgo infundado. En este caso
el primer jugador debe elegir la estrategia x = X que corresponde
al mayor de los nimeros A(x). Designando la ganancia garanti-
zada del primer jugador por « y llamandola precio puro inferior
del fuego, obtenemos:

c=max A (x)=médx min L (x, y). (8-9)
x x ¥

Los valores A(x), correspondientes al juego con matriz del
tipo de la tabla 8-3 se dan en la columna extrema derecha. El va-
lor de « estd marcado en esta columna con un asterisco.

Pueden realizarse razonamientos analogos con respecto al se-
gundo jugador. Pero en la matriz del juego se indican sus pérdi-
das, las que &l trata de hacer minimas. Examinemos la estrate-
gia yn. Esta estrategia puede proporcionarle una pérdida no
mayor de

g B(y)= mfx Lx, yz). (8-10)

Para asegurarse la pérdida de la menor magnilud, el segundo
jugador debe emplear la estrategia y = ¥ que corresponde al me-
nor de los ntimeros B(y). Designando la magnitud de la périda,
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a la cual puede limitarse el segundo jugador, por f y llamandola
precio puro superior del juego, obtenemos:

p=min B (y)=min mix L (x, 4). (8-11)
¥ y x

Los valores B(y) para el juego con matriz del tipo de la ta-
bla 8-3 se muestran en la fila inferior de la tabla. El valor p estd
marcado en esta linea con un asterisco.

Teorema 8-1. Si G = (X, V,L) es un juego, para cualguier
xeXeysY tiene lugar:

AL, <B(y) y a<p
Demostracion. Por definicion,

A =minl (¢, y) <L (x, y); (8-12)
¥
By)=mixL(x, ) =LIx y). (8-13)
x
Luego,
A<Lx y)<<B(y). (8-14)

Como que esta correlacién se cumple con x &= X e y & ¥ cuales-
quiera, eligiendo en calidad de x el valor para el cual A(x)= «,
y 2 modo de y, el valor para el que B(y)= B, obtenemos:

a<<p. (8-15)

Como vemos, el precio inferior del juego, es decir, la ganancia
que puede asegurarsela el primer jugador, no sobrepasa del precio
superior del juego, o sea, de la pérdida a que puede limitarse el
segundo jugador,

8-2. PRECIOS Y ESTRATEGIAS OPTIMAS
DE LOS JUEGOS

a) Juego con punto silla

El caso particular mas sencillo del juego es el caso en que
e = B. Designemos esta magnitud por ¢. Precisamente a este caso
pertenece el juego con ta matriz presentada en la tabla 8-3, donde
a=p=4d

En el caso dado ningin método de juego puede garantizar al
primer jugador una ganancia mayor de p ya que precisamente el
segundo jugador puede limitar su pérdida justamente a la mag-
nitud p. Por otra parte, ningin método de juego puede garantizar
al segundo jugador una pérdida menor de =, va que el primer
jugador puede garantizar una ganancia «. Luego, si o = B = ¢,
ninguna estrategia de ninguno de los jugadores puede asegurarle
mejor resultado que ¢. Al mismo tiempo, cada jugador puede ga-
rantizarse el resultado c. En otras palabras, ni el primero ni el

248



segundo jugadores tienen mejor estrategia que la que les ase-
gura ¢. En este caso ¢ se denomina precic puro del juego, y las
estrategias de los jugadores que aseguran el resultado ¢ se llaman
estralegias &ptimas.

La casilla de la matriz que determina la magnitud ¢ se deno-
mina punifo silla, ya que el valor de ¢ es maximo de la columna
y minimo de la fila en cuya interseccidn se encuentra esta magni-
tud. Por eso el juego que tiene precio puro se denomina juego con
punio silla.

El juego con punto silla se llama equitativo si ¢ = 0. Si ¢ 5= 0,
el juego sera inequitativo, Para hacerlo equitativo, el primer juga-
dor debe pagarie al segundo la magnitud ¢ antes de comenzar
cada nueva partida,

b} Estrategias puras y mixtas

Si el juego no tiene punlo silla, surgen dificultades en 1a deter-
minacién de su precio y de las eslrategias dptimas de los jugado-
res. Examinemos, por ejemplo, el juego cuya matriz se da en la
tabla 8-4. En este juego oo =4 y
p = 5. Por consiguiente, el primer Tabla §-4
jugador puede garantizarse una
ganancia igual a 4 y el segundo
puede limitar su ganancia a la

Mairiz del juego sin punto silla

magnitud 5. El dominio entrea y f 7 i A x)
es como si no perteneciera a nadie

y cada jugador puede intentar i 3 6 3
mejorar su resuttado a cuenta de x; 5 4 1

este dominio. ¢Cudles deben ser en
este caso las estrategias d6ptimas
de los jugadores? B (y) 5* 6

Si cada uno de los jugadores
emplea la estrategia marcada con
el asterisco (x2 e 1), la ganancia del primer jugador y ta pérdida
del segundo van a ser iguales a 5. Esto no es ventajoso para cl
segundo jugador ya que el primerc gana mas que los que &l puede
garantizarse. No obstante, si el segundo jugador descubre de al-
guna forma el plan del primer jugador de intentar emplear la
estrategia x;, aquél puede utilizar la eslrategia y2 y disminuir la
ganancia del primero hasta 4. Es cierlo que si el primer jugador
adivina la idea del segundo de emplear la estrategia y., utilizando
la estrategia x; el primero aumentara su ganancia hasta 6. De
esta forma surge una situacién en que cada jugador debe guardar
en secrefo la estrategia que se prepara a utilizar. Pero, ¢como
hacerlo? Es que si la partida se juega muchas veces y el segundo
jugador emplea todo el tiempo la estrategia g, el primer jugador
pronto adivinara el pensamiento del segundo y, utilizando la estra-
tegia x,, tendrd una ganancia adicional. Evidentemenie que el sc-
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gundo jugador debe cambiar de estralegia en cada nueva partida,
pero debe hacerlo de manera que el primero no adivine qué estra-
fegia uliliza en cada caso.

Puede guardarse el secreto, si cada vez se elige la estrategia
de manera casual, utilizando para ello cualquier mecanismo de
eleccion aleatoria. Por ejemplo, el segundo jugador puede lanzar
una moneda y utilizar la estrategia y,, si cae en escudo, e ys, si
cae en estrella. Tal modo de actuar priva al contrincante de toda
posibilidad de conocer por adelantado las acciones de la otra parte.

En caso de utilizarse un mecanismo de eleccién aleatoria las
ganancias y pérdidas de los jugadores seran magnitudes aleatorias.
En este caso puede estimarse el resultado del juego por el valor
medio de la pgrdida del segundo jugador. Asi pues, si en el juego
con matriz del tipo de la tabla 8-4 el segundo jugador utilizara las
estrategias y, e ¥, de modo aleatorio con probabilidades 0,5; 0,5, el
valor medio de su pérdida con la estrategia del primer jugador x
sera igual a:

Lyed=qy - 05-¢2-056=3-0546.0,5=4,5,
y con la estrategia del segundo jugador x;
Liea=qy 05+ ¢+ 05=5-05-44-0,5==4,5.

Luego, el segundo jugador puede limitar su pérdida media a la
magnitud 4,6 independientemente de la estrategia empleada por
el primero.

De este modo, en diversos casos resulta racional no trazarse
por adelantado la estrategia que debe utilizarse, sino elegir una
u otra estrategia de manera aleatoria, fundada en el uso de aigin
mecanismo de eleccion aleatoria. Denominemos estrafegia mixta la
basada en la eleccidén aleatoria, a diferencia de las estralegias tra-
zadas por anticipado que examinemos anteriormente y que ahora
vamor a llamar esfrafegias puras.

Daremos una definicion mas rigurosa de las estrategias puras
y mixtas.

Sea G =(X,Y,L) un juego. Los espacios X = {xi, ..., Xm}
e Y = {1, ..., ¥} que contienen la lista de todas las estrategias
posibles de los jugadores se denominan espacios de estralegias
puras, y los elementos de estos espacios x = X e y = Y son estra-
tegias puras de los jugadores.

Para obtener una estrategia mixta el jugador debe utilizar
cierto mecanismo de eleccién alealoria (lanzamiento de una mo-
neda, lanzamiento de un dado de juego, etc.) que tiene un nimero
de resultados igual al namero de estrategias puras del jugador.

Supongamos que el mecanismo de eleccién aleatoria del primer
jugador tiene m resultados que constituyen el conjunto R =
= {rih, ..., ™} Designemos por &Y, ..., & las probabilidades
con las que aparecen cierfos resultados del mecanismo de eleccidn
aleatoria.
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La estrategia mixta del primer jugador consisle en que a cada
resultado r & R se asigna una de las estrategias puras x & X. Con
esto las magnifudes (), ..., E™ van a represenlar las probabil i-
dades con las cuales se utilizan las estralegias puras Xy, ..., Xm.
El conjunio ordenado § = (&M, ..., E™), cuyos elemenios salisfa-
cen las condiciones

=0 Fg=1, (8-16)

puede considerarse ahora como la distribucién de probabilidades
E(x) en el espacio X, Esta distribucién de probabilidades determina
por completo el carécter del juego del primer jugador, y se deno-
mina su esfrafegia mixta correspondiente al mecanismo dado de
eleccion aleatoria.

Otfro mecanismo de eleccién aleatoria proporciona otra distri-
bucién de probabilidades &’ (x), es decir, determina otra estralegia
mixta del primer jugador.

En el caso general el primer jugador puede disponer de un nii-
mero infinito de diferentes mecanismos de eleccion aleatoria que
determinan todas las distribuciones de probabilidades posibles en
el espacio de sus estrategias puras:

E:"""‘(E‘l“, —— g:m}): Ezz(ngn. st 55)_'”') (8'17]

Entonces, el conjunio
Ee={g, &, ...} (8-18)

va a representar el espacio de las estrategias mixtas del primer
jugador.

De suerte andloga a ésta el segundo jugador puede utilizar
su mecanismo de eleccién aleatoria, que determina las probabilida-
des nt, ..., n'™ con las que van a utilizarse las estrategias puras
1, -.-, Ya En este caso el conjunto ordenado n = (n™, ... , '),
cuyos elementos satisfacen las correlaciones

" =0, Eg:.rlrklzl, (8-19)

representa la distribucién de probabilidades n(y) en el espacio ¥
y se llama estrategia mixta del segundo jugador.

El segundo jugador, al igual que el primero, puede disponer de
un namero infinito de diferentes mecanismos de cleccién alcatoria,
que determinan diversas distribuciones de probabilidades en el
espacio de sus estrategias puras:

=" ... =0 ... L) TRFEN (8-20)

el total de las cuales _ _
H={n, m ...} (8-21)

constituye e/ espacio de estrategias mixtas del segundo jugador.
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c) Funcién de pérdidas al utilizar estrategias mixtas

Examinemos el juego G =(X, ¥, L), en el que X = {xy, ...
v Xm} e Y= {y, ..., y.} son los espacios de esirategias puras

de jos jugadores y L(x,y) representa las pérdidas de! segundo
jugador determinadas para las estrategias puras x& X eyesV
En lo sucesivo vamos a denominar la funcidn L (x, y) funcién de
pérdidas.

Supongamos ahora que los jugadores emplean estrategias mix-
tas. Esto significa que estin presentados todos los conjunios
E={&, B ..} y H= {n, na, ...}, cuyos elementos representan
las estrategias mixtas de los jugadores, es decir, las diversas
distribuciones de probabilidades &(x) y n(y) en los espacios X e Y.
El cardcter del juego estara deflinido, si cada jugador eligié su
estrategia mixfa = E y e H. Por consiguienie, en caso de
utilizarse estrategias mixtas, deben formar parte de la delinicién
del juego los conjuntos E y TI en lugar de los conjuntos X e ¥,

Al utilizar las estrategias mixtas cambia asimismo la magnitud
de la pérdida del segundo jugador, o sea, la funcién de pérdidas.
Por cuanto el juego adquiere cardcter aleatorio, serdn aleatorias
las magnitudes de las ganancias y pérdidas de los jugadores. Por
eso ahora puede hablarse finicamente de la magnitud media de la
ganancia X o la pérdida Y que se definira tanto por la funcién de
pérdidas L(x, y) como por !a distribucion de probabilidades E(x)
¥ niy) y puede hallarse por la férmula para el valor medio de la
funcién de dos variables como

LE n= g L(x, y)E ()0 ()- (8-22)

La funcién de pérdidas L (g n) debe formar parte de la defini-
cién del juego en caso de utilizarse las estrategias mixtas.

De este modo, en caso de ulilizarse las estralegias mixtas
obtenemos en lugar del juego G = (X, ¥, L) un nuevo juego I’ =
= (E, H, L) que se llama promedio del juego G. En este juego la
funcién de pérdidas L(g, n) se determina por la férmula (8-22)
como la media de L(x, y) con las distribuciones de probabilidades
presentadas £(x) y n(g).

Todo lo dicho més arriba puede compendiarse en forma de las
siguientes definiciones.

Sea G = (X, ¥, L) un juego. Supongamos que E y H determi-
nan diferentes distribuciones de probabilidades & y n en los espa-
cios X e ¥, y L(§, n) representa el valor medio de la funcién de
perdidas. Entonces el juego

I=(E, H, L) (8-23)

se denomina promedio del juego G.
Sea I' = (L, H, L} el promedio del juego G = (X, ¥, L). Enton-
ces los puntos x= X e y = Y se llaman estrafegias puras en el
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juego G, y los punlus E= L v ne= H se denominan estrafegias
mixtas en el juego G.

Subrayamos que las estrategias puras pueden considerarse
como un caso particular de estrategias mixlas. Efectivamente, la
estrategia mixta delerminada por la distribucién de probabilidades

1 para x=ux;;

0 para xs4x;, (8:24)

E(x)={
coincide con la estrategia pura x, y la estrategia mixta determi-
nada por la distribucién de probabilidades

- I para y=yy:
A=y g b VM (8-25)

coincide con la estrategia pura y;.

d) Precios superior e inferior del juego al utilizar
estrategias mixtas

Sean G = (X, ¥, L) el juego y I'=(E, H, L) el promedio del
juego.

Supongamos que el primer jugador emplea la esirategia mixta
Ee B. A este jugador le interesa cual va a ser su ganancia ga-
rantizada, es decir, la suma minima de ganancia que puede asegu-
rarse con cericza, incluso si el segundo jugader utiliza su mejor
estrategia mixta . Con esto no se excluye el caso posible de que
el segundo jugador emplee alguna de las estrategias puras.

Designemos por A(t) la magnitud de ganancia asegurada del
primer jugador con la estrategia & Evideniemente, eslo es el limite
inferior de la funcién de ganancia L (g, n) con la & dada y diferen-
tes n = 11, es decir,

Ar(§)=minL (g, . (8-26)
n

Mais adelante, al primer jugador le va a inferesar elegir entre
todas las estrategias posibles § & E aquella con la que su ganan-
cia garantizada serda maxima, es decir, le va a interesar el limite
superior de la funcidn A, (§) designado por ap, y denominada
precio inferior del juego con las estrategias mixtas de los juga-
dores:

ap = ma;x AL(B)= mgx m‘inL (&, m). (8-27)

La estrategia para la cual se cumple la condicion (8-27) se
denomina estrategia de minimax (a veces de maximin) del primer
jugador y se designa por .

Supongamos ahora, que el segundo jugador eligié alguna estra-
tegia mixta n & I. A este jugador le inieresa, cm’ﬁ serd su pérdida
maxima con la mayor estrategia £ & E del primer jugador, o sea,
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el limite superior de la funcién L(& %) con n dada y distintas
E = E, el que se designa por Bry):

Bp (n) = méix L(E, n). (8-28)

Al segundo jugador le va a interesar la eleccion de tal estrate-
gia n & H con la que su pérdida sera minima, es decir, le va a ia-
teresar el limite inferior de la funcién Br (n) designado por Br
y llamado precio superior del juego con estrategias mintas de los
jugadores: _

fr = min Br (n) = min maéx L, 7). (8-29)
n n

La estrategia, para la que se cumple la condicién (8-29), se
llama estrategia de minimax del segundo jugador y se designa
por 1q.

Para facilitar los razonamientos ulteriores introduzcamos las
siguientes designaciones para el precio inferior y superior del
juego G = (X, ¥, L) al utilizar estrategias puras:

Ag(x)=min L(x, y) es la ganancia garantizada del primer

13
jugador con la estrategia x = X;
ag = mMax Ag(x) es el precio inferior del juego G con estra-
x
tegias puras de los jugadores;
Be (];)= méx L(x, y) es la pérdida mayor del segundo jugador
X
con la estrategia y = V;
Ba = min Bg(y) es el precio superior de! juego G con estrate-
¥
gias puras de los jugadores. :

Teorema 8-2. st se tiene el juego G = (X, ¥, L) y I =(E, 1, L)

es el promedio del juego G, enlonces
2) Ac(=minL(, y); ]

b) a;<ap:
¢) Br(n)=méx L (x, n); (8-30)
d) B == By
e) a, <{B..

El punto a) contiene la afirmacién de que, al escoger el primer
jugador cualquier estrategia mixta, la magnitud de su ganancia
garantizada es igual a la magnitud de la ganancia garantizada
al utilizar el segundo jugador solamente estrategias puras. Segfin
el punto b) el precio inferior del juego con estrategias mixtas del
primer jugador no es menor que el precio inferior del juego con
estrategias puras, o sea, existe una estrategia mixta que en todo
caso no es peor que la estrategia pura dptima. Los puntos c) y
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d) contienen afirmaciones andlogas respecto al segundo jugador.
El punto e) significa que el precio inferior del juego « . al utilizar
estrategias mixtas no excede del precio superior del juego, es decir,
al emplear las mejores estrategias mixtas la ganancia garantizada
del primer jugador no sobrepasa de la pérdida asegurada del se-
gundo jugador.

Demostracién. a) Como que las estrategias puras ye Y son
un caso particular de las mixtas n e E, entonces L (g, y)} forma
parte como caso particular de L(g, n), es decir, constituye un sub-
conjunto de L (g, n). Basandonos en el teorema de limite inferior
del subconjunic (vease el § 1-1), tenemos:

m;‘n L(E = mjlﬂ L& ny=Arp(g). (8-31)

Més adelanie L(E,7) puede considerarse como la media de
L(g, y), tomada por todas las y con la distribucién de probabili-
dades n(y). Basandonos en el teorema del valor medio (véase el

§ 5-5}, obtenemos:
mjnL(E, yISKLE ). (8-32)

La correlacién (8-32) es valida para cualquier q & H, inclusive
con ng, para la cual L(E, no)= min L (&, v). De esta manera,
M

min L& < min LE n)=ArE): (8-33)

Comparando (8-31) y (8-33), nos convenceremos de la certeza
del punio a).
b) Comparando Ag{x)= min L{x, y) con la magnitud Arp (E),

la cual, fundandose en ei puntg a), puede definirse también como
Ag(x) s6lo con estrategias puras y del segundo jugador y teniendo
en cuenia que la estrategia pura x es un caso particular de la
estrategia mixta §(x), vemos Ag(x) es el subconjunto Ar (). Ba-
sédndonos en el teorema de limite superior del subconjunto, tene-
mos:

méax Ag (x) << m‘_ei'lx Ar(E), (8-3%)

X

lo que demueslra el punto b).

Los puntos c¢) y d) se demuestran andlogamente.
e} Por definicién tenemos:

By (n) == méx L & W=LE ).

Por consiguiente,

(8-35)

Ap(B) <L, n) <Brn). (8-36)
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Esto es vilido para § y y cualesquiera, es decir, para una § con
la cual Ar(E) = wr, ¥ para una w con la que By (n)==fr, lo
que demuestra el punto e).

Corolario. Mediante la comparacién de los puntos b), d) y e)
hallamos:

Qq “-<-..a|,‘ ﬁ_‘ﬂ]. g ﬂi_]- (8'37)

Fe (8-37) se infiere que si el juego G tiene precio puro, es de-
cir, wg = fg = ¢ (como vimos, esto tiene lugar para los juegos
con punte silla), entonces a.=f.=rc o sea, el juego I'
fambién tiene precio puro. Por eso la esirategia 6ptima en el
juego G es asimismo optima en el juego I'. En este caso el juego T
no debe considerarse en absoluto y las estrategias dptimas de los
jugadores pueden hallarse por el mélodo descrito para los juegos
con punto silla.

Ahora bien, el juego T fue introducido con el objetivo de anali-
zar aquellos juegos en los que a¢ << fg. Surge la pregunta, no
resulta acaso para los juegos de gran clase, que en este caso
ap=f,=¢, ¥ la magnitud c;, puede considerarsc como el pre-
cio puro del juego I. A continuacién demostraremos que esto
ocurre realmente asi: el empleo de esirategias mixtas permite ha-
llar el precio del juego y las esirategias oplimas de los jugadores
también en este caso. Al hacerlo, vamos a partir de la siguiente
definicion de estrategia optima.

Supongamos que existe el juego G = (X, ¥, L) y sea I'=
= (i, H, L) el promedio del jucgo G. Si el juego I' tiene el precio
puro ¢ =a, =p;, se dice, que G tiene el precio ¢, y cualquier
estralegia dptima en I, es decir, la estrategia que asegure valores
garantizados de la ganancia del primer jugador y de la pérdida
del segundo, iguales a c,, se denomina estrategia dptima en el
juego G. No es dificil ver que si e.= f,.= ¢, las estrategias
maximas de los jugadores Ey(x) y 1e(y) serdn estrategias dptimas.

El teorema fundamental de la teoria de los juegos es el teorema
referente a que cada juego finito tiene preclo y cada uno de los
jugadores tiene estrategias optimas. El mismo sera demostrado en
el parralo siguiente.

8-3. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA
DE LOS JUEGOS

a) Juego §

Puede darse una interpretacion geométrica 0til a los juegos
en los cuales el primer jugador tiene un ntumero finite de estrate-
gias puras. Supongamos que esta dado el juego G =(X, Y, L)
con }a matriz Q = || g4; ||, definida por la expresién (8-7). Rela-
cionemos con cada y & Y el punto C en el espacio m-dimensional
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cuyas coordenadas son las perdidas del segundo jugador con todas
las estrategias puras posibles del primer jugador:

C=[L (xl.r !})- s v ey IE'(xr.rn y”- (8'38]

Tomando en consideracién que L(x;, ;)= ¢, y dando a g to-
dos los valores posibles, obtendremos n puntos:

C|=|:q”, ey qm), iy Cn-_—-"[qm, ey q,,m}, {8-39}
que tienen en calidad de sus coordenadas las pérdidas dadas en
las columnas correspondientes de la matriz de juego. El juego
presentado por el conjunto de puntos

{Ch, voin G, (8-40)

recibié el nombre de juego S. Se juega a éste del modo siguiente.

El segundo jugador elige uno de los punios C; del conjunto
(8-40), por ejemplo Ca. Independientemente de la eleccidn del se-
gundo jugador, el primer jugador elige una coordenada del pun-
to C;, por ejemplo la segunda. Con esto, las pérdidas del segundo
jugador van a ser iguales al valor de la segunda coordenada del
punto Cs, es decir, §aa.

Como vemos, el juego S es equivalente a un juego corriente,
por lo menos, al utilizar estrategias puras, ya que la eleccién de
un punto del conjunto (8-40) es equivalente a la eleccion de la
estrategia y = Y, y la de la coordenada de este punto, equivalente
a la eleccién de la estrategia x = X.

Si el niimero de estrategias del primer jugador es igual a dos,
el juego S tiene una clara representacién geoméirica ya que los
puntos del conjunto (8-40) serdn en este caso puntos del piano.

Ejemplo 8-2. Examinemos el juego con la matriz definida por la tabla 8-5.
El juego S equivalenle contiene cinco puntos: Ci= (1,0), Ca= (2,3},
Cs= (—1,1), Cu = {0,—1), C5= (1,2). La representacién geométrica de este
juego se muestra en la ligura 82

J.’:? =4 (.Z'g,yJ
G2

4‘: r=L (4

€y
(&

Fig. 8-2. Representacion geoméirica del juego S

Designemos por S* la envoltura convexa del conjunto finito de
puntes {Cy, ..., Ca} ¥y demostremos el teorema, del cual se infiere
que ¢l juego S es equivalente a un juego corriente al utilizar estra-
tegias no sélo puras sino mixtas.
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Tabla 8-5

I [ s I 2
x) 1 2 —1 0 !
Xy 0 3 1 =1 2

Teorema 8-3. Cualquier esirategia mixia del segundo jugador
puede representarse por un punto perteneciente a la envoliura con-
vexa S* y, a la inversa, cualquier punto S & S* puede considerarse
como cierla estrategia mixta del segundo jugador.

Demosiracion. Examinemos las estrategias mixtas de los juga-
dores = (§", ..., EM) y 5= (nf), ..., n®), Las pérdidas del
segundo jugador, al utilizar los datos de las estrategias mixtas,
seran iguales a:

L@ =2 2 qut™® =280 T g = L EhS",  (8-41)
donde

S0 =3 qun®. (8-42)
Designemos pu: S el punto en el espacio m-dimensional con las
coordenadas SO, ..., S en el que, segfin (8-42),
Sh=gm" 4+ ... + g™
(8-43)
S™=gun ... + gun™
Teniendo en cuenta que (g4, ..., §umi)= C,, podemos escribir
la expresién (8-43) en forma de correlacién vectorial
S=C"+ ... +C=3 Cx". (8-44)
i

Tomando en consideracion que las magnitudes 0 satisfacen
las correlaciones {8-19), vemos que S no es otra cosa que la media

ponderada de los puntos C, ..., C, con pesos 0, ..., n® y, con-
secuentemente, S es cierfo punto perteneciente a la envoltura con-
vexa S*. De esta manera, a cada estrategia n = (m", ..., ni®) del

segundo jugador va a corresponder cierto punio perteneciente a la
envoltura convexa S* y la presentacidn de este punto es equivalente
a la presentacién de la estrategia mixta del segundo jugador.

Se cumple asimismo lo inverso. Por cuanto cualquier punto S,
perteneciente a la envoltura convexa S* puede representarse como
la media ponderada de los puntos Cy, ..., C,, que determinan la
envoltura convexa S* o sea, estid representada en forma de ia ex-
presién (8-44), para cada punio S & S* se hallarin pesos n¥, ...
..., ™ cuya presentacién determinara la estrategia mixta del se-
gundo jugador,
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Corolario. Por cuanto la estrategia mixta del primer jugador
en el juego S se mantiene igual que en un juego corriente, del
teorema demostrado se deduce que el juego S es completamente
equivalente al juego corriente, es decir, cualquier juego puede re-
presentarse en forma del juego S equivalente.

En lo sucesivo vamos a designar por I'; el juego S. Para pasar
del juego T'(E, H,L) al S, en lugar del espacio de estrategias
mixtas del segundo jugador H ={n;, ne, ...} es necesario utilizar
el espacio de estrategias S, o sea, la envoltura convexa S*. Si se
designan por L, las pérdidas del segundo jugador en el juego S,
dicho juegoe se define por la triada E, S* y L, por cierto, las pérdi-
das L, deben determinarse por el producto directo E > S§*. De esta

suerte, la expresion
[=(E S L} (8-45)

define el juego S. La funcién de pérdidas L)(g, S) se determina
con esto fundindose en (8-41) de la manera siguiente;

L $)=21"s"=ts, (8-46)

donde por ES se designa el producto escalar de los vectores E =
= (g(“» AL E{m}] b S — (S{”, LERE | S(M})‘

b) Precios inferior y superior del juego en el juego §

Si el primer jugador emplea en el juego S la esiralegia mixta
E = L, la magnitnd de su ganancia sea igual a:

Ar (&)= m;ﬂ LiE 8= msin ES. (8-47)

Designemos por &= (&", ..., &™) la estrategia del primer
jugador con la que Ay, (§) alcanza el maximo. Ei valor de Ar,(§)
sera igual al precio inferior del juego a, el cual debido a la
equivalencia del juego S con el ordinario coincide con ap. Por lo
tanto,

ar=Ap (&)= rnzéx Ap (&)= mgx msl'n ES. (8-48)

La eslrategia & que satisiace la correlacion (8-48) se denomina
estrategia minimax del primer jugador.

Supongamos ahora que el segundo jugador empiea cierla estra-
tegia S e S*. La magnifud de la pérdida, a la cual él se limita
con esto, serd igual a:

Br, ($)=mdx Ly (8 S)=méxtS. (8-49)

Designemos por Sg=(S{", ..., S™) un punto tal de la envol-
tura convexa S* que minimiza la magpitud Bp ($). EI valor
By, (So) va a ser igual al precio superior del juego B, el que
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debido a la equivalencia de! juego S con et ordinario coincide con
Br. Asi pues,

Br =B, (S0) = min Br,(S) = minmix . (8-50)

La estrategia S, que satisface [a correlacién (8-50) se deno-
mina estrategia minimax del segundo jugador,

Las expresiones para By, (S) y B, puede presentarse en forma
mas cémoda si utilizamos el teorema siguiente.

Teorema 8-4. Si § es un. punto arbitrario del espacio m-dimen-

sional y £ = (&0, ..., M) lq variable multidimensional que sa-
tisface la condicion (8-16), se cumple la correlacion

meéx ES=mdx (8", ..., §m), (8-51)

Demosiracion. Sea S = miéx (S®, ..., Stw). Examinemos

el valor particular g, correspondiente al caso

i {l para =k,
= 0 para i[7=k.

En este caso ES = S®, De esta suerte, S®) es el valor particu-
lar del producto escalar ES y, por consiguiente, el subconjunto del
conjunto de valores £S que se obtienen con todos los valores po-
sibles de E. Basandonos en el teorema de limite superior del sub-
conjunto, hallamos:

(8-52)

St e=max (SW), ..., sfm')gmgx ES. (8-53)
Por otra parte, sustituyendo en la expresién para &S las magni-
tudes S, ..., S™ por su valor maximo S, obtenemos
Es= Z gﬁ!sﬂ}gsfh Z g“)ﬂ Slﬂ- {8'54)
i i

Esta expresién es valida con cualquier &, que satisfaga la co-
rrelacion (8-16), inclusive con dicha E cuando ES se convierte en
maximo. Comparando (8-53) y (8-84) llegamos a ta correlacién
(8-51).

Utilizando el teorema demostrado, representemos la expresién
para Bp (S) en la forma

Br, (8)= m?x ES=max (8", ..., S™). (8-55)
Deduzcamos varios corolarios de la expresion (8-55).
Corolario 1. De la condicién ﬂ,_,s.‘{Brl {S) obtenemos:
Bp <médx (S, ..., §™), (8-56)

Cualquier punto S e S* tiene, por lo menos, una coordenada no
menor de fir (o sea, mayor o igual).
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Corolario 2. Suponiendo que S=S,={S}", ..., 8), obtene-
mos:

Bp==By, (S,)=mix(S{, ..., Spm). (8-57)

El precio superior del juego Br es igual al maximo de las
coordenadas del punto Sy que defermina la estrategia minimax
del segundo jugador.

¢) Teorema de minimax

La posibilidad de que cada jugador encuentre su mejor estrate-
gia se funda en el siguiente teorema, ‘que puede considerarse como
demostracion de la existencia de solucién para los juegos finitos,

Teorema 8-5. Cualquier juego finito tiene precio y cada jugador
tiene por lo menos una esirategia dpiima.

Premisas de partida. Sean G = (X, ¥, L) un juego finito
y I'=(E, H, L), el promedio de este juego. Durante la demostra-
cién del teorema serd cémodo razonar en términes del juego S.
Por eso, designaremos por I'y = (E, $* L,) el juego S equivalente,

Los precios inferior y superior del juego van a ser respectiva-
mente iguales a @, y B, independientemente de si examinamos el
juego T" o el juego I'| equivalente al juego S, siendo up <P como
se mostré anteriormente,

Hara demostrar el teorema es suficiente mostrar que B, <a,

a que de la comparacién con la desigualdad anterior se va a in-
erir que a,=f., es decir, que el juego tiene precio. Para de-
mostrar esta desigualdad es suficiente hallar tal estrategia mixta
&p del primer jugador, con la que para todas
las S e S* tiene lugar:

_ pr<CES, S8 (8-58) _
En efecto, si tiene lugar (8-58), entonces
Br< msin ES= Ar(§0)== an.  (8-B9)

De este modo, la demostracién del teo-
rema se reducird a demostrar la desigualdad

(8-58). ) Fig. 8-3. Dominio T
Demostracion. Examinemos el conjunto ' en el espacio bidimen
que consta de todos los puntos ¢ ==(#D, .., sional

ooy W), tales que ) << Brconi==0, 1, ...

., m. En la figura 8-3 se muestra el dominio T para el espacio
bidimensional que tiene en el caso dado el aspecto de cufia rectan-
gular con vértice situado en la recta trazada desde el origen de
coordenadas a un angulo de 46° con el eje de las abscisas. Aclare-
mos algunas propiedades del conjunto T,
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El conjunto T es convexo. Examinemos dos puntos arbitrarios
t, y ¢ de este conjunto. La ecuacién del segmento que une estos
dos puntos va a tener la forma:

t=uwyl, + waly; wy, w0, w +w=1. (8-60)

Praoyectando esta ecuacién en el eje i y tomando en cuenta el
teorema 8-4, obtenemos:

=witi” + wotf' < méx (¢, £) < By (8-61)

Por consiguiente, cualquier punto del segmento considerado
pertenece a Ty el conjunto T es convexo.

El conjunto T no se interseca con el conjunto S* Esto se des-
prende de que cualquier punto del conjunto S* tiene, por lo menos,
una coordenada mayor o igual a fr (véase el corolario 1 del teo-
rema 8-4) lo que significa que T y $* no tienen puntos comunes.

Por cuanto T y S* son dominios convexos no intersecados,
existe un hiperplano que los divide de tal suerte que los conjuntos
Ty S* resultardn situados en los diferentes semiespacios determi-

t“l

nados por este hiperplano. Por lo tanto, existen cierta a = (), ...
..., a™) y un niimero ¢ tales que la ecuacién
ax=c¢ (8-62)

serd la ecuacién del hiperplano divisor, siendo

eaS>=¢ para SES‘;}
at< ¢ para ¢t<T.

Demostremos que a® =0, i=1, ..., m. Sea & =~(s8{", ...
. 6';"”), un punto en el que la coordenada i es igual a [, y

restantes son fsguales a la pequefia magnitud & > 0. Examinemos
el punto S, & S*. Por cuanto su coordenada méaxima es igual a B

(véase el corolario 2 del teorema 8-4), el punto Sy — &; = T. Por
consiguiente,

(8-63)

aSo=c=a(Sy— &)). (8-684)
De aqui se deduce que
ad=0a"8"4 ... +d™™ = 0. (8-68)

Si e—0, entonces 8" —0 con k=s2i y 8'=1. Con esto, la
Galtima condicién da:

a0, i=1,..., m. (8-66)
Introduzcamos la designacidn
b= (8-67)
a
%
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Evidentemente, & = E, ya que
i at 1] f:)
by S o0 Y go=1. (8-68)
i
i

Introduzcamos, ademds, la designacion

e .
Z‘ aill
Dividamos las desigualdades (8-63) por Za“’. Tomando en
cuenta (8-67) y (8-68), obtenemos:
§S=v para S&=S5"
Eif=<<v para (=T. }
Examinemos el punlo f, con las coordenadas f{'=p.—e,

o=

(8-69)

(8-70)

e >0,i=1, ..., m. Evidentemente {; = T. Basdndonos en la se-
gunda de las designaciones (8-70), obtenemos:
oK. (8-71)
Supongamos que e — 0, de modo que #— B.. Entonces
Ely= ; Pt — By, Zr'. B =8, (8-72)
Comparando (8-71) y (8-72), hallamos que
v (8-73)
Con esto, la primera de las designaldades (8-70) da:
go's } v ; 51" (8'?4)

lo que demuestra la desigualdad (8-58).
De esta manera v = ap, =, és el precio del juego, consti-
tuyendo By y Sp las estrategias mixtas éptimas de los jugadores.

d) Representacion geométrica del principio de minimax

Mostremos que el punto Sy que determina la estrategia de mi-
nimax del segundo jugador, es un punto limite del dominio S§*
tal, en que el dominio T es tangente al S*.

Como vimos, So=(S¢", ..., SB“’)ES‘, con esto mix X
XS, vy S§™=Pp. Por otro lado, fe=(, .., 1™ aT, si
th<p,, i=1, ..., m.

1) {my

Examinemos el punto S;-—.-(Sa —, ey S —z), donde
e > 0. Evidentemente, mdx (SE,”-— e, ..., S —e) <Py, asi que
S — e < By, i =1, ..., m. Luego, S;e T. Pero el :Ln} Si=8,=8"
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De aqui se derivan dos deducciones:

1) Sg es un punto limite del dominio S*%;

2) S, es un punto en el cual el dominio T es fangente al do-
minio S*,

Estas propiedades permiten hallar geométricamente con facili-
dad la estrategia de minimax S, para el caso cuando el primer
jugador tiene dos estrategias puras, es decir, cuando el juego S
equivalente se representa ‘mediante el conjunto de puntos del
plano. Para construir el dominio 7, tangente al dominio S*, es

Lo p) Llzp.9) r L(zz,9)
S*
s -
4 s
% l L{Z:8)
Lizay) N YL
8*
Puntas
ae minimax
3 L3
2~ Burbos & -
7 |ee mitmax P
/ Llxry) - (07

T
Fig. 8-4. Determinacion geométrica de la estrategia de minimax

cédmodo trazar una recta auxiliar del origen de coordenadas, a un
angulo de 45° al eje de.las abscisas en el cual se encuentra el
vértice de la cufia rectangular que forma el dominio T.

En la figura 8-4 se muestran los diferentes casos de situacién
mutua de los dominios S* y T y estdn marcados los puntos que de-
terminan la estrategia de minimax S, del segundo jugador.

8-4. RESOLUCION DE LOS JUEGOS

. a) Estrategias predominantes y iitiles

Como sabemos, las estrategias mixtas de los jugadores cons-
fruyen una mezcla de estrategias puras x= X e y = ¥, que se to-
man en correspondencia con ta distribucion de las probabilidades
E(x) ¥y n(y). No obstante, en muchos casos el empleo de algunas
de las estrategias puras es manifiestamente irracional y al deter-
minar la estrategia mixta optima las mismas simplemente no de-
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ben tomarse en consideracién. Vamos a denominar esfrafegias
diiles del jugador aquelias de las esirategias puras que forman
parte de la estrategia mixia optima. Para distinguir con mayor
facilidad las estrategias ftiles, introduzcamos el concepto de estra-
tegias predominantes.

Examinemos dos estrategias y e y, del segundo jugador. Su-
pongamos que el primero emplea la estrategia x;. Las pérdidas del
segundo seran, respectivamente, gy y ¢ip. Puede resultar que con
cualquier §

q”gqh}: £=l! ..y I, (8'75}

es decir, en la matriz de juego las pérdidas en la columna { no su-
peran las pérdidas correspondientes en la columna p. Esto signifi-
ca, que al segundo jugador bajo ningunas condiciones le es ven-

Ve, Ll )

T £/
a)
Fig. 8-5. Delerminacién del preﬂominia en cl juego §

tajoso emplear la estrategia y,, ya que empleéndola, incurre a sa-
biendas en pérdidas mayores que con la estrategia . Por eso la
estrategia y, debera ser omitida, es decir, borrada de la matriz de
juego. La estrategia y; que satisface la condicién (8-75) se deno-
mina predominanfe con respecto a ia estrategia yp.

Las estrategias predominantes del segundo jugador tienen clara
representacion geométrica al pasar al juego S equivalente en el
plano. En este caso m = 2 y la condicién (8-75) se escribira en
la forma

<G G Gap- (8-76)

En la figura 8-5 se muestran dos casos de disposicion de los
puntos C; y C, correspondientes a las estrategias puras y, e y, del
segundo jugador. Es facil ver que en el caso representado en la
figura 8-5, a la estrategia C; predomina sobre la Cj, y en el repre-
sentado en la figura 8-5, b ninguna de las estrategias es predomi-
nante. Para que la estrategia g predomine sobre 1a yy, el punto G
debe encontrarse més a la izquierda y méds abajo del punto C,.

De manera anéloga se determinan las estrategias predominantes
del primer jugador, Decimos que la estrategia x; predomina sobre
la xp si la ganancia del primer jugador con la estrategia x; es
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mayor que las ganancias con la estrategia x, con cualquier estra-
tegiays ¥
Q.I.i;;’q,a!- = ], saay I, (8'?7}

es decir, si en la matriz de juego las pérdidas en la fila x; son
mayores que las pérdidas correspondientes de la fila xp.

Ejemplo 8-3. En la figura 8-6 cl juego S se presenia en el plano con los
puntos Cy— Co. Como se” ve en la figura, C, predomina sobre el punto Cs
y Ci, €2y Ce¢ predominan sobre ¢l Cy, Eliminando los puntos Cs y C, llegamos
al juego S determinado por los puntos Ci, Cz, Ca, Cs entre los cuales no hay
predominantes.

La eliminacién de la matriz de juego, de aquellas estrategias
sobre las cuales predominan otras, simplifica considerablemente
el juego y, por consiguiente, también la
A basqueda de la estrgtegia 6ptima. Su-
pengamos ahora que en el juego consi-
derado nin%una estrategia predomina
sobre otra. Cabe preguntar si son atiles
todas las esirategias en este caso, es
decir, si se utilizan para obtener la es-
trategia mixta éptima,

Fig. 8-6. Ejemplo de juego Sirvamonos del juego presentado en la fi-

gura 8-6. Después de eliminar los puntos Cy y Cs
sobre los cuales predominan otros puntos, llegamos al juego representado por
los puntos Cy, C, C3 y Cs. Una vez construido el dominio T, vemos que el pun-
to So, que determina la estrategia éptima del segundo jugador se encuentra en
la recta que une los puntos C y Cz y puede representarse como la media ponde-
rada de dichos puntos. De este modo, la estrategia mixia éptima del segundo
jugador constituye la mezcla de las estrategias puras g, e yz, que son liles

en el caso dado. Las eslrategias ys ¢ ys no son utiles y no es racional emple-
arlas.

El nimero total de estrategias itiles de cada uno de los juga-
dores puede determinarse partiendo de que la envoltura convexa S*
del conjunto finito {C), ...,. C,} es un poliedro convexo en el es-
pacio m-dimensional. El punto S, que es un punto limite del po-
liedro convexo S* va a pertenecer sin falta a una de sus caras
cuyos vértices corresponderin a las estrategias fltiles del segundo
jugador. Tomando en consideracién que el niimero de vartices de
cualquier cara del poliedro convexo S* no puede exceder del ni-
mero total de sus vértices, o sea el nimero n, y no puede exceder
de la dimensionalidad del espacio en el cual existe el poliedro con-
vexo, o sea, del nimero m, llegamos a la conclusién de que el na-
mero de estrategias del segundo jugador no sobrepasa del menor
de los nimeros m y n. Por cuanto las nociones del primero y del
segundo jugadores son wonvencionales, también es cierta la de-
duccién analoga para el primer jugador.

De esta suerte, en el juego con matriz de tamafio m X n el
niimero de eslrategias fatiles de cada uno de los jugadores no
sobrepasa del menor de los niimeros m y n.
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Teorema 8-6. Si uno de los jugadores se atiene a su esirategia
mixta éptima, la ganancia de los jugadores se mantiene invariable
e igual al precio del juego v, independientemente de cudl estrafe-
gia mixta (o pura) emplea el ofro jugador, si ésfe no sale de los
limites de sus estralegias ttiles.

Demostracién. Sea v el precio del juego y &= (&P, -.., &™)
la estrategia mixta 6ptima del primer jugador. Si el primer juga-
dor emplea su estrategia 6ptima E, st ganancia no puede ser me-
nor de v.

Supongamos que el segundo jugador tiene k estrategias dfiles
que se designan por g, ..., 4k Si el primer jugador emplea su
estrategia optima & y el segundo utiliza la estrategia (il
g:(i=1,..., k), la ganancia del primer jugador v; no serd menor
de v:

vw=zv, (=1, k (8-78)

Examinemos ahora la estrategia mixta éptima del segundo
jugador no.- Esta se presenta por medio de las probabilidades nf!
con las que se emplean las estrategias puras Gtiles. Lo esencial
es que no puede ser n'=0 coni= 1, ..., &, ya que en este caso,
la i-éstima estrategia no formaria parte de la estrategia mixta
éptima del segundo jugador, es decir, no seria fitil.

Hallemos [a ganancia media de! primer jugador si el segundo
emplea su estraiegia mixta optima. El empleo de la estrategia
mixta éptima np por el segundo jugador, significa que el primer
jugador va a obtener las ganancias wi, ..., vi correspondientes
a las estrategias puras gy, ..., yx con las probabilidades nf", ...

., ni¥. Entonces, la ganancia media del primer jugador va a ser
igual a:

: 2
Lpa=vm 4+ ... +"m&’“=‘2, v (8-79)
Sustituyendo v; por v y teniendo en cuenta (8-78), obtenemos:

[
Ly <V X 1=, (8-80)
Pero la ganancia media con las estrategias éptimas de los
jugadores es el precio del juego v, es decir:

Lueda=". (8-81)

Por otro lado, la correlacion (8-79) puede pasar a ser (8-81)
finicamente, si se cumple la condicién

=y, i=1l, ..., k (8-82)
1o que demuestra el teorema,
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De este modo, la ganancia media del primer jugador, s éste
emplea su estrategia éptima mixta, serd la misma en ef caso de
que ¢l segundo jugador emplee cualquiera de las estraiegias atiles,
es decir, cualquier estrategia mixta que conste de estrategias iti-
les.

Claro. estd que debe recordarse que siempre lo més ventajoso
es utilizar la estralegia mixta éptima. El empleo de las estrategias
atiles aunque no éptimas no acarrea dafios sélo en el caso de que
el contrincante se atenga a la estrategia 6ptima. La ulilizacion
de la esirategia dptima siempre asegura una ganancia igual al
precio del juego.

Ahora queda por esclarecer, cémo se hallan las estrategias
utiles y optimas de los jugadores, es decir, estudiar la cuestién de
la biisqueda de la resolucidn del juego.

b) Biisqueda dé las estrategias 6ptimas

Examinemos el juego G = (X, ¥, L) con la matriz m X n.
Vamos a considerar que en el juego G falta el punto silla (en
caso contrario fa solucién se halla facilmente por la regla estable-
¢ida en el § 82) y se han eliminado las estrategias sobre las
cuales existe predominio.

Designemos por E = (&, ..., &™) la estrategia mixta 6p-
tima del primer jugador. Algunas &t pueden ser iguales a cero,
Esto significa que la estrategia correspondiente x; no es til. Ante
nosotros se plantea el problema de hallar los valores de & para
§e=lyuan . m,

Supongamos que el segundo jugador empleara la esirategia ya.
Si dicha estrategia es atil, la ganancia del primer jugador va a
ser igual a v, pero si la estrategia no es til, la ganancia del pri-
mer jugador puede ser hasta mayor de v. Luego, en el caso general
se cumple que

L& v)=tau+t o + 870> (8-83)

Tales expresiones pueden formarse para cada estrategia pura

del segundo jugador, es decir, para i =1, ..., n. Ademas, se sahe
que

B0, V4 ... fEM=1 (8-84)

Vamos a considerar que v > 0. Esto va a ocurrir siempre, si
todos los elementos de la matriz de juego g:; son positives. Si
entre los elementos ¢;; hay los negativos, éstos pueden hacerse po-
sitivos adicionando a todos los elementos de la maltriz de juego
cierto nimero v/ > 0. Entonces el precio del juego también au-
menta en la magnitud v/,
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Dividamos las ecuaciones (8-83) y (8.84) por v, designando
()
B s, (8-85)

v

Es cvidente que p; == 0. Las desigualdades (8-83) con &=
= 1, ..., n se escribirédn entonces en la forma:

P + Seegs +me"fm' ;I;

8-86
p[qln+ LIRS +memn}l’ [ )
y la correlacién (8-84) tomara la forma:
1
Pit o Pt (8-87)
Forman parte de las desigualdades lineales (8-86) las magni-
tudes incégnitas g, ..., p™ que determinan la estrategia mixta

del primer jugador. La determinacion de la estrategia mixta &p-
tima requiere la biisqueda de una solucién del sistema (8-86) tal
que la magnitud v se vuelve maxima y, por consiguiente, la forma
lineal (8-87) adquiere el valor minimo. Pero esto es un problema
corriente de programacidn lineal,

Para mds comodidad se debe pasar en las expresiones (8-86) de
desigualdades a igualdades, substrayendo de los segundos miem-
bros las incégnitas positivas adicionales z;, lo que da el sistema
de las ecuaciones

pgut . F P — =1, i=1, ..., n (8-88)

En las ecuaciones (8-88) que corresponden a las estraiegias
atiles del segundo jugador, como resultado de la solucién se ob-
tendra que z; = 0. De este modo, resolviendo el sistema (8-88)
ba{o la condicién de que sea minimizada la forma lineal (8-87),

hallamos la estrategia mixta del primer jugador, el precio del
jue%o v y las esirategias dtiles del segundo jugador yy, ..., ya.
ara buscar la estrategia mixta optima del segundo jugador
=M. .... n{¥), que contiene £ incognitas 0\, ..., N, es
necesario formar & ecuaciones. Una de ellas es
W4+ . =1 (8-89)

Obtenemos las k— 1 ecuaciones restantes formulando expre-
siones para las pérdidas medias con la estrategia mixta éptima
del segundo jugador y para £ — 1 estrategias dtiles cualesquiera
del primer jugador. Asi, para la estrategia atil x; vamos a tener
la ecuacién

Wy + .. P =v. (8-90)

Al componer £ — | ecuaciones de la forma (8-90) y al adicio-
narles la ecuacidn (8-89), obtendremos % ecuaciones resolviendo
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las cuales es facil hallar las magnitudes

s oo MF, que deter-

minan la estrategia mixta dptima v, del segundo jugador.

Ejemplo 8-4. Hallar la solucién del juego con la matriz presentada en la
{abla 8-6,
Tabla 8-6 Tabla 8-7
L4 i 4] Hi ] Y
5 2, =3 4 N 7 2 9
xz —3 4 =5 x3 2 9 0
X3 q -3 B X3 9 0 11

Ante todo cerciorémonos de que en el juego falta el punto silla y ninguna
de las estralegias predomina sobre las otras, Para no tener que operar con ele-
mentos negativos de la matriz del juego sumamos a cnda elemento de la
matriz el nimero 5. La matriz del juego adquiere el aspecto de la tabla 8-7.

Las ecuaciones (8-88) se escriben en la forma

o+ 2p: 4 9ps — 2= 1;
2+ 9y — =1
9p|+|IPg—'23=l.

La solucién de estas ecuaciones debe satisfacer la condicidn de minimo de
la forma lineal (8-87)

P21+ p2 = ps = min
Resolviendo el problema de programacién lineal obtenido, hallamos:
f=n=z=0 p;=005 p,=01 p;=0,05
Como vemos, todas las tres estrategias g1, g2 e ys son itiles. De la expre-
sién (8-87) encontramos: i
_— =5,
¥ Pr++ P2+ pa
Con eslo
B =5p, =025 P =5p,=05 & =5p, 0.5,

Para la blisqueda de )a estrategia mixta éptima del segundo jugador forma-
mos una ecuacion del tipo (8-89)

-+l =1
y dos ecuaciones del tipo (8-90) para las esirategias dtiles del primer jugador
XAz ¥ X3
o)+ onf? =5,
o) + 114 =5.
Resolviendo conjuntamente las {res ecuaciones obtenidas, encontramos:
M =nP=025 n¥=08.

Recordando que se adiciond el namero 5 a todos los elementos de la matriz,
hallamos el precio del juego v—5 = 0.
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c) Representacién geométrica del principio de minimax
en el juego de 2 X n

En el juego de 2 X n la estrategia mixta del primer jugador
representa el par ordenado § = (£, 1 — ). Si el segundo jugador
emplea la estrategia g, la ganancia media del primero es

L ye)=2qe+ (1 — L) Gor==qax + 5 (g12 — G20, (8-91)

[ sfea, depende linealmente de la magnitud { como se muesira en
la fig. 8-7.

La determinacién de la estrategia optimz g se examinara en el
ejemplo del juego con la matriz presentada en la tabla 8-8. En la
figura 8-8 estan designadas con, las ci-
fras 1, 2 las lineas de ganancia para las Tabla 8-8
estrategias y, Y2 e ya, respectivamente.

La ganancia garantizada del primer
i i ¥ U W
jugador con cualguier { va a deter-
minarse por el limite inferior de la
grafica dada, marcada con linea gruesa. x 1 3 5
Segin el principio de minimax, la x3 4 2 1
estrategia oOptima §p serd aquella ‘con

la que es méxima la ganancia ga-

rantizada. Dicha estrategia se define por el punto M determinado
por la interseccién de las lineas de ganancias con las estrategias
41 ¢ yo que serdn de este modo estrategias utiles del segundo
jugador.

LT, 4x)
Grk
Gox
£
Fig. 8-7. Lineas de ganancia Fig. 8-8. Eslirategia de mini-
con la estrategia ya max en el juego 2 X m

La estrategia mixta éptima g puede hallarse por las condicio-
nes de igualdad de la ganancia media del primer jugador con las
estrategias datiles ¢, e y» del segundo:

Lo+ 4(1 —L) =385+ 2 (I — L,
lo que da &y = Y. De este modo, & = ('/2, '/2). El precio del juego
se halla ahora como la ganancia media del primer jugador con la
estrategia Ep y cualquiera de las estrategias atiles, por ejemplo, gy
del segundo:
ve=lty+ 4(1 — L) =2,5.
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La esirategia mixta 6plima del segundo jugador n,= (i
I — i), 0)con el precio conocido v del juego se encuentra por la

expresion de las pérdidas medias del segundo jugador con cual-
quiera de las estrategias Gtiles del primero. Por elemplo, con la
estrategia x, obtenemos:

1P+ 3 (1 —n)=2,5,
lo que da )=/, Asi pues, n,= (", %, 0).

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 8

8-1. Calcule la matriz de pérdidas para el juego dado en el ejemplo 8-1.

8.2, Calcule la matriz de pérdidas para el juego siguiente dibujando pre-
viamente e] drbol del juego.

Se lanza una moneda simétrica y si cae en escudo, el primer jugador elige
uno de los nimeros 1, 8. Si cae en estrella ésle elige uno de los nimeros 2, 7.
Después, el segundo jugador elige uno de los dos nameros 8, 9. Los nimeros
elegidos por los jugadores se adicionan r dan [a suma S. Después se hace el
sorteo con una probabilidad de 0,8 de calda en escudo. Si en este caso la mo-
neda cae en cscudo, el segundo jugador pagn al primero S rublgs, st cae en
estrelta, el primer jugador paga al scgundo S rublos. El primer jugador conoce
el resultado de la primera jugada aleatoria. El segundo no sabe nada acerca de
las jugadas anteriores.

8-%_ Un cémodo necanismo de eleccién aleataria es la posicién del segun-
dero en un cuadrante de reloj en un momento aleatorio de tiempo, Describa el
empleo de este mecanismo de eleccién aleatoria para obtener las distribuciones
de probabilidades siguicntes:

GEBd i iy
5*5) \s' 3" ®) (5'?*?'
8-4, Decpriba las acciones de Jos jugadores en una partida del juego cuya

matriz estd presentada en la labia 8.4, en caso de ufilizar el primer jugador la
estrategia pura xz, y el segundo, la estrategia mixta y = (0,5; 0,5).



Capitulo noveno

TEORIA DE LAS DECISIONES
ESTADISTICAS
(JUEGOS ESTADISTICOS)

9-1. ESTRUCTURA DE LOS JUEGOS ESTADISTICOS

a) Juegos estratégicos y estadisticos

Los llamados juegos esiadisticos son un tipo especifico de
juegos que tienen gran importancia al analizar distinias silua-
ciones practicas. Ellos tienen una serie de diferencias subslanciales
con aquel tipo de juegos que se estudiaron hasta ahora y que pue-
den ser llamados juegos estralégicos.

La base de la teoria de los juegos esiratégicos es la suposicion
de que los intereses de los dos jugadores son opuestos, Cada uno
de los jugadores trata de elegir su estrategia de tal suerte que
obtenga la mayor ventaja para si y reduzca al minimo la ventaja
del adversario. En tales juegos cada jugador obra activamenle y
trata de utilizar en lo posible su estrategia optima.

Sin embargo, en muchas situaciones de la praclica nos en-
contramos con casos en que uno de los jugadores resulta neufral,
es decir, no trata de sacar para si la ventaja maxima y, por tanto,
no tiende a revertir en su beneficio los errores cometidos por el
contrario. Se catalogan entre dichos juegos aquellos en los que
la naturaleza obra en calidad de uno de los jugadores. Aqui en-
tendemos por el término “la naturaleza®”, el total de circunstancias
exteriores en cuyas condiciones es necesario tomar la decisidn.

La naturaleza no puede considerarse como un contrario racio-
nal que pudiera utilizar los errores cometidos por ef hombre. En
otras palabras, la naturaleza no tiene mala intencion con respecto
al hombre. Ella'simplemente se desarrolla y obra en corresponden-
cia con sus leyes y esta en manos del hombre revertir estas leyes
en su beneficio. Si el hombre conociera con perfecta exactitud las
leyes de la naturaleza, pudiera utilizarlas con beneficio maxime
para si. Pero en muchos casos el hombre no conoce la ley de la
naturaleza o no la conoce suficientemente bien.

El pago ineludible por el intento de obtener una decision en
condiciones de informacion incompleta sobre la ley de la natura-
leza es la posibilidad de tomar decisiones erréneas. Con esto, en
la préactica las situaciones pueden ser tales que hacen imposible
renunciar por completo a tomar alguna decisién. Ademas, la deci-
sion de renunciar a tomar una decisién es también una decisién
y puede tener consecuencias tan indescables como otras decisiones.
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La lnica salida de la situacion creada es la elaboracién por el
hombre de tal estralegia respecto a la toma de decisién, que aun-
que no excluya la posibilidad de tomar decisiones incorrectas, sin
embargo, reduzeca al minime las consecuencias indeseables moti-
vadas.

Es cierto que el hombre tiene ademas la posibilidad de estudiar
a su adversario, es decir, a la naturaleza, mediante la realizacién
de un experimento.

Tedricamente, realizando un experimento infinito, podemos ha-
cer tan completos como querramos nuestros conocimientos de la
naturaleza obrando ya en condicioens de completa determinacion.
No obstante, dos circunstancias lo dificultan:

para efectuar el experimento se necesita tiempo mientras que en
muchos casos hay que tomar la decisién rapidamente;

el experimenio requiere gastos materiales, es decir, pucde ser
costoso, mas costoso que la ganancia que proporcionaran los co-
nocimientos adicionales oblenidos en el experimento.

Por eso un importante problema del hombre en su juego contra
“la naturaleza” es tomar la decisién de si hace falta realizar el
experimento, y si hace falta, cudl, cudndo se terminara y qué ope-
raciones se realizaran después de terminado el mismo.

Los juegos en los cuales un adversario es la naturaleza y el
otro, el hombre, recibieron ia denominacién de juegos estadisticos,
y la teoria de dichos juegos se denomina feoria de las decisiones
estadisticas. En lo sucesivo vamos a llamar esfadista al hombre
que toma parte en el juego contra la naturaleza.

b) Espacio de estrategias de la naturaleza

Vamos a enlender por estrategia de la naturaleza el total de
condiciones exteriores cn las cuales resulla necesario tomar una
decisidn. Llamaremos estado de la naturaleza @ a este total de
condiciones exteriores. En el caso genera! cxiste cierto conjunto
de estados posibles de la naturaleza @ = {f, ..., 9.} que, como
acordamos en el capitulo 6, vamos a llamar espacio de estados de
la naturaleza. Vamos a denominar a los elementos #; de este es-
pacio estrategias puras de la naturaleza.

Si supiéramos por anticipado cual de sus estrategias puras
emplea la naturaleza en cada caso concrelo, utilizariamos con se-
guridad la decisién basada en el conocimientio completo del estado
de la naturaleza. Sin embargo, por lo comin sélo se conoce ia
lista de estrategias puras de la naturaleza. Ademas, de la experien-
cia del pasado se conoce cuin frecuentemente la naturaleza emplea
una u olra de sus estrategias puras, es decir, se conoce la distri-
bucidn aprioristica de probabilidades &({}) en el espacio de esla-
dos de la naturaleza ©. Vamos a denominar estrafegia mixta de
la naturaleza esta distribucién aprioristica de las probabilidades
E(D).
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¢) Espacio de estrategias del estadista
y funcién de pérdidas

La tarea del cstadista consisle en lomar alguna decisién o rea-
lizar alguna operacién del tolal de decisiones u operaciones. De-

signemos por a, ..., @ las operaciones posibles del estadista.
Cada una de ellas es una estrafegia pura del estadista, El con-
junto A = {a,, ..., a} es el espacio de estrategias puras del esia-
disia.

El estadista debe saber estimar cada una de sus operaciones,
Para ello éste admite que llevando a cabo la operacion a, puede
sufrir una pérdida L(®, a), que depende lanto de la operacion
ejecutada a como del estado desconocido de la naturaleza 9. La
funcién L (&, a) denominada funcion de pérdidas, debe esiar de-
terminada anticipadamente para todas las combinaciornes posibles
deae= Ay ¥ = 0, es decir, debe cstar presentada con el producto
directc de los conjuntos © X A. Ella puede presentarse analitica-
mente, o por analogia con (8-7), mediante una matriz de pérdidas
de la forma
gn ... 41

Q=lgyl= , (9-1)

Gt v oo Gt

donde g¢:; = L(®;, a;). El conocimiento de la funcidn de pérdidas
permite al estadista efectuar las operaciones que son mejores en
las condiciones de informacion sobre el estado de la naturaleza de
que dispone.

Por lo comfin el estadista conoce la esirategia mixta de la nalu-
raleza, o sea, la distribucién aprioristica de las probabilidades
E(D) en el espacio de estados de la naturaleza @, El conocimiento
de la distribucién aprioristica de las probabilidades permite deter-
minar las pérdidas medias que sulre el estadista realizando una
u otra operacién:

L(E, a) = M[L (9, a)]== ezeja L(®, a)t(8). (9-2)

La mejor operacion para el estadisla serd la llamada operacién
de Bages a*, con la cual las pérdidas serdan minimas e iguales a:

RE=LEa)=minL(E, a). (9-3)

El estadista no debe limitarse forzosamente a utilizar sdlo una
estrategia pura. El puede utilizar una mezcla de estrategias puras
en correspondencia con cierta ley probabilistica de distribucion.
En este caso vamos a referirnos a la esfrafegia mixta del esla-
disia. Para emplear la estrategia mixta el estadista debe presentar
fa distribucion de las probabilidades n(a)= (", ..., n™), que
determina las probabilidades con Jas cuales va a utilizar sus estra-
tegias puras ay, ..., am En el caso general dispone de cierta co-
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feccion de estrategias mixtas H = {n:(a). .... n.(a)} denominada
espacio de estrategias mixias del estadista.

Si el estadista emplea la estrategia mixla v (a) y la naturaleza
emplea la estrategia mixta E(¥), entonces las pérdidas medias
del primero son

LE n =M, ,[L0, )l = OZQ L{®, a)E(@)n(a). (9-4)

En este caso la tarea del esiadista consiste en elegir una estra-
tegia w*(a)= H tal que con eclla sus pérdidas medias L (3, n*)
sean minimas, es decir,

L(E == min L (g, ). 19-5)
ne H

En los casos examinados se resolvié un problema estadistico
relativamente sencitlo, la determinacion de ta mejor estrategia del
estadista basdndose solamente en la informacién aprioristica sobre
el estado de la naturaleza. Aqui, el estadista no hace intentos de
precisar sus conocimientos sobre el estado de la naturaleza efec-
tuando un experimento. Por eso, el tipo dado de juego estadistico
puede ser {lamado juego esfadistico sin experimento.

d) Ejemplos de juegos estadisticos

Para una emejor comprension de la estructura de los juegos
esladisticos y de los mélodos de su resolucidn, pondremos varios
cjemplos con los cuales mas adelante vamos a ilustrar los postu-
lados fundamentales de la teoria de las resoluciones esladisticas.

Efemplo 9-1. Problema de sustitucidn del equipo. El equipo comiplejo v caro,
instalado en una empresa, después de £ afios de lrabajo puede encontrarse en
uno de los tres cstados:

W, ¢l equipo estd en perfecta capacidad de funcionamicnto y sélo requiere
una pequefia reparacidn corriente;

s, algunas piezas se han desgastado considerablemente y requieren una
reparacion seria o su cambio;

Tabla 9-1

Probabliidades apriorfsticas de los estados
de la naturaleza y pérdidas en el problema
de sustitucién del equipo

A
L] Eutn
a a, ag
Lid] 0,2 1 3 5
i, 0.5 a 2 4
LS 0,3 7 6 3
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{3, las piezas principales se han desgasiado tanlo que es imposible la
explotacian ullerior del equipo.

La experiencia del pasado, al explolar un equipo anadlogo. muesira que en
¢l 20% de los casos ésle puede encontrarse en el esiado t, en el 50% de las
ocasiones, en el estado ¥y y cn el 30% de los cusos, en el estado s

Para la empresa son posibles tres diferentes modos de proceder:

@y, dejar funcionando el equipo un afio mas, realizando una pequeria repara-
cidn por sus propios medios; _

ag, realizar la reparacién del equipo llamando a una brigada especializada
de reparadores;

as, cambiar ¢l equipo por un nuevo,

En la tabla %-1 se dan las pérdidas que suire la empresa con los distintos
modos de proceder Farman parte de la magnilud de las pérdidas el costo de la
reparacién o de la sustitucién del cquipo, asi como las pérdidas molivadas por
el empeoramiento de Ia calidad de la produccion y por los paros provocados
por el equipo defectuoso. En esta misma tabla se dan las probabilidades aprioris-
ticas de los diversos estados de la naturaleza, cs decir. la estrategia mixta
de la misma E(8).

Para la estralegia mixta presenlada E(D) las pérdidas medias con los
distintos modos de proceder son:

L{E, n||=; LB, a)s(0)==1-02+5-05+47-03=48;

L5, a;} =34 L(§ a3) =39

Ejemplo 9-2. Problema de la linea tecnoldgica. A la linea tecnoldgica puede
flegar materia prima con pequefia cantidad de impurezas ({;) y con gran
cantidad de impurezas (9:). Se sabe que en promedio llega un 60% de maﬁaria
prima de primera clase y un 40% de segunda clase. Para ulilizar materias pri-
mas de distintas clases se han previsto tres regimenes de funcionamiento de [a
linca tecnoldgica: ai, @ ¥ as. En la tabla 9-2 se dan las probabilidades sprioris-
ticas de los estados de la naturaleza y las pérdidas, (ue ceflejan la calidad de
la produccidn elaborada y los gastos de materias primas segin la calidad de
éstas y ¢l régimen de funcionamiento de la linea tecnoidgica.

Tabla 9-2

Probabilidades aprioristicas de los estados
de la naturaleza y pérdidas en el problema
de [a linea tecnoldgica

A
¢ E
a az a;
i 3,6 Q 1 3
1, 0.4 5 3 2

Las pérdidas medias correspondienies a las probabilidades apriorislicas pre-
senladas con difercntes regimenes de funcionamienlo son:

L(z.a)=20; L(Eap)=18; LI(§ a;)=286

El establecimiento del régimen de funcionamiento az serd la operacién de
Bayes,
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9-2. JUEGOS ESTADISTICOS SIN EXPERIMENTO

a) Representacién del juego estadistico sin experimento
en forma de juego S

El juego estadistico puede representarse en forma de juego S
equivalente al igual que se hizo con los juegos estratégicos., Para
esto vinculamos con cada una de las estrategias puras a; X
Xif=1,..., 1) el punto C; =(qij, ..., gm;) en el espacjo de m
dimensiones cuyas coordenadas seran las pérdidas del estadista
L(0; a;)= q;; con diflerentes estados de la naturaleza
Bi(i = |,..., m). Asi pues, en el problema de la linea tecnolégica,

Lt @) a las esirategias puras del estadista a,, a,

lc, 2 y as van a corresponder los puntos del pla-
5* no C; =(0,5); C;=1(1,3) y C3=1(3,2),
como se muestra en la ligura 9-1. La en-
voltura convexa S* de los puntos {C,, C..
C3} proporciona el dominio de todas tas
estrategias posibles tanto puras como mix-
tas del estadista.

En lo adelante examinaremos varios
principios por los cuales puedc guiarse cl
estadista al alegir su estrategia. Al ha-
: - cerlo, es necesario destacar que entre los
B O epresentacién  agyadistas no existe una opinién Gnica en
¢l problema de la linea : oo o .
technolégica en forma de cuanto a cual de los principios es el mejor

juego S en los juegos esladisticos. En otras pa-
labras, no existe una regla universal que

permila elegir una determinada forma de accidn independiente-
mente de la situacién creada. Sin embargo, aunque pueden haber
desacuerdos respecto a lo que debe hacerse en una situacién dada
llegamos a un acuerdo tolal respecto a lo que no ha de hacerse.
Esto puede realizarse introduciendo el concepto de estrategias ad-

misibles, analogo al de estrategias predominantes en los juegos
estratégicos.

b) Estrategias admisibles en los juegos estadisticos

Supongames, que examinamos la estralegia mixta del estadista
n{a). Pueden preseniarse dos casos:

1) No puede hallarse ninguna estrategia mejor que n{a). Esto
significa que no existe una estrategia n' (a) tal que

L® 2 )<L, m (9-6)

para todas las & & @, aunque para ciertas ¥ la relacion (9-6) serd
valida. En este caso la esirategia n(a) puede lamarse admisible.
Pero ella no es necesariamente preferible ya que pueden haber
otras estrategias que también merecen atencidn.

278



2) Existe la estrategia n’{a), mejor que n(a). Esto significa
que para la estrategia n’(a) la relacién (9-6) va a cumplirse con
todas las 9 = 0. En este caso es necesario dcjar de considerar la
estralegia v (a) en favor de la esiralegia n"(a}, o sea, considerarla
inadmisible.

Es cémodo examinar las estrategias admisibles en términos del
juego S. Por cuanto en el juego S la esirategia del estladista so
determina por el punto S de la envoltura convexa S* y las pérdi-
das con las distintas ¢ & @ se determinan por las coordenadas de
este punto, la estrategia delerminada por el punfo S sera admi-
sible si no existe otro punto §’ < S* todas las coordenadas del
cual serdn menores que las correspondien-
tes al punto S.

Examinemos el método de btisqueda de
las estrategias admisibles para el caso
en que el espacio de los estados de la
naturaleza consta de los dos elementos
% y ¥ En la figura 9-2 se muesira el
dominio convexo S* correspondiente a este
caso. Fig. 9-2. Estrategi d-

Analicemos la estrategia determinada :Eisibles en.{nzit?ﬁleagso a.S‘
por el punto S, que constituye un punto in-
terior del dominio S*. Dicha estrategia no es admisible, ya que
todos los puntos que se encuentran en el segmento OS5, dentro dcl
S* determinan estrategias me{'ores que S;. La mejor de ellas es la
estrategia § que pertenece al limite inferior izquierdo del domi-
nio S*. Por eso, todos los punios interiores pueden eliminarse en
favor de los puntos pertenecientes al limite inferior izquierdo del
dominio §* marcado en la figura 9-2 con una linea gruesa,

No obstante, el desplazamiento del punto a lo largo de este
limile no da ventajas algunas ya que en cste caso disminuyen las
pérdidas correspondientes a un estado de la naturaleza pero au-
menian las pérdidas correspondienties al otro estado de la natu-
raleza. Por eso los puntos pertenecientes al limite inferior iz-
quierdo del dominio S* determinan fas esirategias admisibles del
estadista.

Ejemplo 9-3. En el problema de¢ la linea tecnoldgica (véase la fig. 9-1) el
limile inferior izquierdo del dominio 5* consta de los segmentos CiCy y C2Cs.
cada uno de los cuales se defermina por la combinacién de las estrategias pu-

ras @i, @2 Y @z Ga. Sean 0 =S w < 1 En_tonf:es,_ la ecuacicn para el segmento
CiCs se escribe en forma vectorial del modo siguiente:

S=wl+ {1 —w)Cy (9-7)

Esta ccuacién define la estrategia mixta n(a) = {w,i — w.0). Al proyec-
tar en los ejes de coordenadas la ecuacidn del segmento C,C:, obtenemos:

Ldm=0-w4+1{l —w=I|—w
Lty =0wH3(l —w)=3+4 2w } (9:8)
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Anélogamente, la ecuacién del segmento CxCi que determina la estrategia
mixta nia}) = (0,w, | —w) se reduce a la [orma

L, m=3—2w Li.n=2+uw (9-9)

¢) Principio de eleccién de las estrategias
en los juegos estadisticos

Se denomina principio de eleccién la regla que permite deter-
minar la mejor estrategia mixla del cstadista. En diversos casos
el estadista puede utilizar diferentes principios de su estrategia.

Ei principio de minimax puede ser uno de los posibles princi-
pios de eleccién de la estrategia. Este principio se emplea con
éxito en los juegos estratégicos cuando se juega contra un adver-
sario inteligente que desea hacernos el dafio maximo. No obstante,
cn diferentes casos también es Giil emplear este principio en los
juegos estadisticos.

Segin el principio de minimax el estadista elige una estrategia
mixta v(a) con la cual ias pérdidas medias L (& n) van a ser mi-
nimas siendo el estado de la naturaleza @ el peor para éste. El
caso peor serd aquel # e 8 en que la magnitud L(9, n) adguierc
el valor maximo. El estadista debe minimizar esta magnitud, o sea,
elegir la estrategia n*(a) que garantiza el cumplimiento de la
condicién

L (&, n") = min m;ixL(-B, 7). (9-10)
k]

Ejemplo 9-4. Hallemos la estrategia de minimax del estadista en el pro-
blema de la linea tecnotépica. Como la solucién debe hallarse en ia clase de es-
frategias admisibles, es suficiente limitarse al andlisis de las estrategias defini-
das por las relaciones (9-8) y (9-9) y que corresponden a los segmentos CyC:

&)
Fig. 9-3. Determinacion de la eslrategia optima por el principio de minimax (a.
corresponde al segmenio CCp y b, al segments CuCy en la fig. 9-1)

y C:Cy de la envollura convexa S* dada en la [igura 9-t. Conforme a estas re-
laciones y segmentos, en la figuro 9-3,a y & se han construido las gralicas
LD, n) en la luncidn de w para ¢ =y y & = #: Los valores mz“a,x L{t,n)

estan marc_adus con lineas gruesas. Como se ve en las figuras, el minimo de
esta magnitud se alcanza igual a 3 en el segmento C,Cz, y en ¢l segmento
C:Cs se determina por la condicidn de que se intersecan dos reclas

3—2w=24 w,
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es decir, se alcanza con w = 3 y es igual a 7/s << 3. De este modo, el princi-
plo de minimax da un punto en e! segmenio C:Cy I:Drresgondienle a w=1,
o sea, determina la estrategia mixta dptima n* = (0.Y/5,2/3) con la cual las
pérdidas del estadista no serdn mayores gue la magnitud 7/; con cualquiera
estrategia de la naturaleza.

A veces es racional elegir 1a esirategia no partiendo de las pér-
didas totales L (¥, a) sino de las llamadas pérdidas complementa-
rias L’{®a) que se definen por las relaciones

L' (%, ay=L(#, a) —min L (&, a). (9-11)

Para cada estado de la naturaleza la magnitud min L (8, a)
a

determina las pérdidas minimas que el estadista sufre obligatoria-
metne, incluso con su mejor operacion, es decir, las pérdidas ne-
cesarias. Puede considerarse que las pérdidas necesarias se com-
pensan de una u otra forma (por ejemplo, fijando los precios
adecuados de la produccién) y pueden dejar de tomarse en cuenta
al elegir la estrategia. En este caso la eleccién de la esirategia
puede realizarse segi(n el principio de

minimax de las pérdidas complementa- Tabla 9-3

rias. Pérdidas complemeniarias
Ejemplo 9-5. Las pérdidas complementarias en el problema de la lnea

en el problema de la linea tecnoldgica, halla- tecnolégica

das medianie la relacién (9-11) se han resumido

en la tabla 9-3. Aplicando a los datos de esta A

tabla el principio de minimax, obtenemos en ca-

lidad de estrategia dptima la estralegia pura a; 0

con las pérdidas 1. a; a, ay
- Los principios de minimax que par-

ten de la suposicidn de que la naturale- B, 0 ! 3
za obra del peor modo para el estadista, &, 3 i 0

estan justificados en los juegos estra-
tégicos, pero en los juegos estadisticos
expresan realmente el punto de vista de una persona muy cuida-
dosa que frala de obtener aunque sea algo de lo alcanzable y no
persigue el maximo para no sufrir grandes pérdidas aleatorias.
Es necesario considerar también una desventaja de los principios
de minimax debido a que éstos no tienen en cuenta la inﬂ:rmacic’m
aprioristica sobre el estado de la naturaleza y con ello limitan la
ganancia que puede proporcionar dicha informacién.

Por eso, los principos de minimax pueden recomendarse en los
casos en que falta informacién aprioristica sobre los estados de la
naturaleza o existe fundamento para dudar de que la informacién
sea cierta.

Otro principio de eleccidn de estrategia que toma en considera-
cién la distribucidn aprioristica de las probabilidades £(®) es el
de Bayes. Segiin este principio la estimacién de la estrategia mixta
del estadista m{a) se realiza promediando las pérdidas L({®, n)

284



por todos los cstados posibles de la naluraleza ¢ = 8 teniendo en
cuenta la distribucion aprioristica de las probabilidades E(®), es
decir, por la magnitud

LE n)= ); LD, )t (8). (9-12)

Por cierto, la mejor estrategia w(a) sera aquella que propor-
ciona el miinimo de la magnitud L(E, n). Esla estrategia éptima
se denomina estrategia de Bayes.

Naturalmente, el principio de Bayes puede aplicarse tanto a las
pérdidas totales como a las complementarias. Sin embargo, en los
ejemplos ulteriores nos limitaremos solamente a aplicar el prin-
cipio de Bayes a las pérdidas totales.

Ejemplo 9-6. En el problema de la linea tecnolégica con &(04) =06 y
E(02) = 0.4, para las estrategias admisibles determinadas por el segmento C;Cs,

fenemos.
LEMN=(—w)056+(3+2w)0,4=1,8+42,0uw;

de manera que min L(E 1) = 1,8 con w == 0, lo que corresponde a la estra-
w
tegio mixta n = (0,1,0); para el segmento CzCs
L(E ) =206~ 08w,

de suerte que min L(E, 1) = 1,8 para w = 1, lo que corresponde a la misma
w

esirategia mixta m = (0, 1,0). De este modo, la estrategia pura a; es una es-

trategla de Bayes.

Es necesario notar que cl resultado obtenido no es alealoric. M4s adelante
mostraremos que el principio de Bayes siempre brinda en calidad de estrate-
gia éptima una de las estrategias puras del estadista. Entonces la operacién de

ayes a* se determinard por la condicién (9-3).

d) Interpretacién geométrica de las estrategias
de Bayes

Examinemos el juege estadistico S para los dos estados de la
naturaleza @, y ¥, determinado por la zona convexa S* en el
plano (x, y¥) mostrado en la figura 9-4, donde

x==L{t,n); y==L (8, n) (9-13)

Como sabemos, las esirategias admisibles se hallan en el li-
mite inferior izquierdo de la zona S*. Examinemos una de las
estrategias Sy. Construyamos el conjunto auxiliar R que contiene
todos los puntos que se encuentran mas abajo y a la izquierda del
punto Sy. Evidentemente que S* y R son conjuntos convexos y nin-
gan punto de S*, incluso el punto Sy, pertenece a R.

Tracemos la recta que divide los conjuntos S* y R. Esta recta
debe pasar a través de Sy, es decir, debe ser la recta de referencia
al conjunto S* en el punto Sy Pero etla debe ser también recta de
referencia para el conjunto R. Luego, dicha recta debera tener pen-
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dienle negativa, ser vertical u horizonlal, y su ecuacién puede es-
cribirse en la forma

y=-—kx-t¢c, k=0 (9-14)
Al dividir ambos miembros de esta ecuacidn por 2--1 la re-
ducimos a la forma
ax + by =c', (9-15)
donde .
i ¢
b= R s T i)
Notando que a = 0, b = 0, a -+ b = | podemos hacer a = w,
= | — w y considerar w y | — w como probabilidades aprioris-
ticas de los estados de la naturaleza @4, y ¥.:
w=Et(®), |—w=E§(D). (9-17)

En este caso la ecuacién de ia recta de referencia puede escri-
birse en la forma
wyx+ (1l —w)y=c (9-18)

L (8, m)E(8) + L (B, ME (D) =¢". (9-19)

Como vemos, la magnitud ¢’ determina las pérdidas medias
L(E, m) con las probabilidades aprioristicas de los estados de la
naturaleza §(0) = w y E(0) = 1 — w.
Es facil notar asimismo, que la magni-
tud ¢’ para el punto S es el minimo
de todos los valores posibles de ng}, n),
ya gue el aumento de ¢’ hasta ¢ > ¢
significa que la recta pasard ‘mas
arriba y va a pasar por los punios
del conjunto S* que no son admisibles
y la disminucion de ¢’ no es posible,
ya que la recta descenderd y no va a Fig, 9-4. Construccién de la
tener puntos comunes con S* De este Ilinea de apoyo al conjunto
modo ta magnitud ¢’ determina la estra- convexo
tegia m que da un minimo de pérdidas
medias L(g, n) con la distribucién dada (4} = (w, 1 — w), es de-
cir, determina la estrategia de Bayes para la distribucién aprioris-
tica de probabilidades dada.

Por cuanto S, constituye un punto arbitrario en el limite de las
estrategias admisibles, para cualquler punto de este limite pueden
encontrarse tales w y | — w para las cuales este punto va a de-
terminar la estrategia de Bayes. De aqui se deduce que cada esira-
tegia admisible constituye la estrategia de Bayes para ciertas
probabilidades aprioristicas w y 1 — w.

Supongamos ahiora que nos han presentado las probabilidades
aprioristicas de los estados de la naturaleza w y I — @ y se re-
quiere hallar el punto en la envoltura convexa S* que determina
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la estrategia de Bayes para este caso. Tracemos en ¢l plano (x, y)
la recta
wx-+(l —w) y=-c. (9-20)

Con una ¢ arbitraria esta recta sera paralela a la recta de
referencia en el punto correspondiente a la esirategia de Bayes.
Para facilitar el trazado, supongamos que ¢ = w(l — @), y escri-
hamos la ecuacion (9-20) en la forma

x ]

==l (9-21)
que representa la ecuacién de una recta en segmentos. En la fi-
gura 9-3 estd trazada la recta correspondiente a la ecuacién
(9-21). Ahora ya es facil trazar la recta
de referencia correspondiente a los valores
dados de w v 1 — w que determina en la
envoltura convexa S* el punto correspon-
diente al a estrategia de Bayes del esta-
dista.

Por cuanto el limite exterior de la en-
voliura convexa es un poligono con los
Fig. 9-5 Determinacién  véritces correspondientes a las estrategias
geométrica de la estrale-  puras del estadista, la recla de referencia

gia de Bayes pasa obligatoriamente por uno siquiera de
los vertices. Luego, para las probabilida-
des aprioristicas dadas w y | — w slempre existe al menos una
estrafegia de Bayes gque es pura. Esta circunstancia simplifica
muchisimo la resolucion de los juegos estadisticos ya que al hus-
car la solucién de Bayes, permite limitarse a examinar solo un
nimero finito de estrategias puras admisibtes en lugar de un con-
junto infinito de estrategias mixtas. Esto satisface también a
muchos estadistas de animo escéptico que estdan en contra del
empleo de las estrategias mixtas f?mdz’mdose en que con eflos se
requiere utilizar un mecanismo de eteccién aleatoria que no guarda
relacién con la esencia del problema.

Por supuesto que todas las deducciones hechas siguen siendo
véalidas cuando existen mas de dos estados de la naturaleza. Pero
entorices ya es imposible el analisis en el plano lo que dificulta la
ilustracién geomeétrica de estos casos.

9-3. JUEGOS ESTADISTICOS CON REALIZACION
DE UN EXPERIMENTO UNICO
a) Enunciado del problema

Como se ha sefialado ya la pecutiaridad de los juegos estadis-
ticos es que el estadista puede profundizar y precisar sus conoci-
mientos respecto al estado de la naturaleza efectuando un experi-
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mento. En principlo, si el estadista tuviera la posibilidad ilimitada
de experimentar, obtendria informacién completa sobre el estado
de la natluraleza y obraria en condiciones de plena determinacidn.
No obstante, el montar un experimento siempre acarrea gastos de
recursos y tiempo, cuyas pérdidas pueden resultar mas cuantiosas
que el beneficio obtenido del experimento.

La posibilidad de realizar el experimento amplia extraordina-
riamente la clase de las estrategias del estadista. Ante todo, el
estadista debe tomar la decisién de efectuar o no efectuar el ex-
perimento. Luego, tiene que decidir de qué naturaleza debe ser esie
experimento, cuantas pruebas diferentes sera necesario realizar
anles de considerar terminado el experimento y qué medidas hay
que tomar al obtener unos v otros resultados del experimento.

Trataremos de responder a algunas de estas interrogaciones en
los péarrafos siguientes. En el parrafo dado centraremos nuestra
atencion en los juegos estadisticos con experimento (inico.

Por ahora no vamos a incluir én la clase de estrategias del
estadista la toma de decisién sobre la realizacién del experimento
considerando que ya se ha tomado la decisién de efectuar el expe-
rimento dnico. Por cierto, vamos a entender por experimento Gnico
aquel cuya extensién y orden de realizacion se han determinado
previamente. Asi pues, en caso de ser necesario comprobar si es
siméirica una moneda dada, puede efectuarse el experimento énico
consistente en lanzar n veces la moneda. El resuliado del experi-
mento con n = 5 puede ser la secuencia JPJJP. Existen solamente
27 de estas secuencias, es decir, en el caso dado el espacio de re-
suttados del experimenio consta de 27 elementos. Analogamente,
al comprobar un arma se entiende por experimento tnico aquel
durante el cual se hacen n disparos. Para estimar como influye
sobre un animal cierto lipo especial de alimento, puede realizarse
el experimento Unico consistente en medir durante varios meses
el aumento de peso diaric en n animales, etc. Aunque en estos
ejemplos el experimento consta de diferentes subpruebas, lo deno-
minamos (nico ya que el nimero de subpruebas y el cardcter de
cada una estdn determinados de antemano.

b) Espacio muestral

Desigrniemos por Z el espacio de resultados del experimento.
Los elementos de dicho espacio, o sea, los distintos resultados del
experimento serdn z, ..., 2.

Los distintos resultados del experimento ze& Z se hallan rela-
cionados con los estados de la naturaleza @ e ©. Esta relacién
consiste en que para cada estado de la naturaleza ¢ = © hay una
probabilidad determinada pg(z) dei que el resulfado del experi-
mento serd la z = Z dada. Las magnitudes py (2}, que a veces se
designan como p(z|®), representan la distribucion convencionatl
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de probabilidades en el espacio Z con la & dada y obedecen a las
relaciones

Pol2) =0; 22‘, ps(z)=1. (9-22)

El total de los tres elementos: espacio de resultados del experi-
mento Z, espacio de estados de la naturaleza © y distribucién de
probabilidades py (2) en el espacio Z con ¢ e © dada se denomina
espacio muestral y se designa por

Es cémodo presentar el espacio muestral en forma de tabla

que contiene la disiribucién pg(2) en el producto directo de los
conjunios 8 X 2.

Ljemplo 9-7-. En el problema de suslitucién del equipo el experimento puede
consistir en realizar las prucbas del equipo por los niedios de la empresa. En
este caso la insuficienle calificacidn del personal y falta de los aparatos de me-
dicidn requeridos provocan que los resnltados de las pruebas sélo reflejen apro-
ximadamente el estado del equipo. Snpongamos que el experimento puede tener
cuatro resultados:

z3, el equipo estd en buenas condiciones;

2z, se requiere una reparacidn corriente;

23, se requiere cambiar las piczas desgasiadas;

2, el equipo no sirve para su explotacion ullerior.

Las probabilidades de cada uno de estos resulfados, en distintos estados de
la naturaleza, se ofrecen en ta tabla 9-4 que representa el espacio muestral para
el problema considerado.

Ejemplo 9-8. En el problema de la linea tecnoldgica el experimento puede
consistir en el andlisis preliminar aproximade de las impurezas conlenidas (no
es posible realizar un andlisis de laboratorio preciso, ya que requiere grandes
pérdidas de tiemplo lo que significa horas muerias para el equipo). Los resul-
tados del experimento son: 2y, no se han descubierlo impurezas; zs, hay pocas
impurezas; zs, hay muchas impurezas. Entonces, el espacio muestral puede te-
ner el aspecto de la tabla 9-5.

Tabla 5-4 Tabla 9-5
Espaclo muestral en el problema Espacio muesiral en el
de sustitucién del equipo problema de la linea

tecnoldgica

b4
L3 z

il Z1 L4 B °

2 EN 25

T Yo Ys 0 0
L2 0 iy s 0 i, 060 | 025 0,'5
iE 0 g s 2 ¥, 020 | 0,30 | 0,50

c) Funcién de decision

En el problema sin experimento el estadista debia tomar una
decision del espacio de decisiones 4, basandose en la informacién
aprioristica &(®) sobre los estados de la naturaleza. En el pro-

286



blema con experimento el mismo toma la decisién segiin el resul-
tado del experimento z&< Z. Para formalizar este problema, ¢l
puede analizar por anticipado todos los resultados posibles del
experimento y formular la regla d que determina cuél decision
a <= A debe tomarse con cada resiillado posible del experimento
z < Z. Esla regla representara el rellejo del espacio de resultados
del experimento Z en el espacio de decisiones A

d:Z—A, (9-24)
lo que puede escribirse también en la forma

d(z)=a.

Se denomina funcién de decisidn la regla d(z) que determina
la decisién 2 & A que debe tomar el estadista con cualquier resul-
tado del experimenio z = Z.

Aclaremos el concepto de funcién de decision con el ejemplo
siguiente. Supongamos que el espacio de decisiones consta de ires
elementos A = {a,, a2, a3} y el espacio de resultados del experi-
mento, de cinco Z = {2, 22, 25 24 25} La funcién de decision
d(2;) == a; puede presentarse en forma de conjunto de pares de
subindices (i, ), que determinan la decisién a; con el resultado
del experimento 2z;. La funcién de decision sera, por ejemplo, el
conjunto {(1, 1), (2, 1), (3,2), (4, 2), (5,3)}; que significa que con
los resultados z; y 2z se toma la decision a;, con los resultados 23
y 24 se asume la decisidn ap y con el resultado z5 se toma la deci-
sion aa. Claro que la Tuncién de decisién dada no es la Gnica po-
sible. Seria {Josible asimismo examinar las funciones de decisidn
del tipo {(1, 1}, (2, 2), (8, 2), (4, 3), (5, 3)}} 6 {(1, 3), (2, 1}, (3, 2),
(4, 3), (5, 2)}, ete. De acuerdo con esto conviene iniroducir el es-
pacio D que contiene la enumeracién completa de las funciones de
decisién posibles y denominarlo espacio de funciones de decision.

La funcién de decisién examinada maés arriba fracciona el con-
junto Z en subconjuntos no intersecados S,y a saber:

Sm o {21. ?,'9}, Sm= {.25‘ 24}’ Sa:= {25}‘ (9"25)

En términos de ia teoria de conjunios puede decirse que es
posible considerar cualquier funcién de decisién d & D como frac-
cionamiento del espacio de resultados del experimento Z en sub-
conjuntos no intersecados S, tales que

S;={z1d(z)==a}, a= A. (9-26)
En particular, si el espacio de decisiones 4 consta sélo de dos
elementos a; y az (problema de dos alternativas), la funcién de
decisién d(z) fracciona el espacio Z en el S, llamado dominio
critico y en su complemento C(S)= & que se determina por las
condiciones
a, size§;
a;. si ze C(S)

d(z}= { (9-27)
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El concepto de funcién de decisién posibilita formular més pre-
cisamente la tarea del estadista. Esta tarea consisle en escoger
del espacio de funciones de decisién D aquella funcién d(2) que
permite tomar las decisiones mds ventajosas. Pero para esto es
necesario saber estimar las diferentes funciones de decisién lo que
puede hacerse con ayuda de la funcién de riesgo.

d) Funcién de riesgo

Si el estadista realizé la eleccién de cierta funcién de decisién
d(z), con esto &l determiné para cada resultado del experimento
ze Z la decisién a = d(2) a la gue con & = © van a conrrespon-
der las pérdidas -

L, e)=L[D d(2)]==L.(9, 4d). . (9-28)

No obstante, con una 9 dada el resultado del experimento 2
sera una magnitud aleatoria definida por la distribucién de pro-
babilidades pg(2) en el espacio Z. Luego, para la z dada van a
ocurrir con la misma probabilidad p,(2) las pérdidas L. (9, d) que
de este modo serdn también una magnitud aleatoria.

Por cuanto, para estimar la funcidn de decision d(z) con el
estado dado de la naturaleza ¢ hay que tomar en cuenta todos los
resultados posibles del experimento, es necesario referirnos a las
pérdidas medias determinadas en todo el espacio de resultados del
experimento Z. Estas pérdidas medias se denominan funcién de
riesgo, se designan por p (9, d) v se determinan por ia relacién

p (0, d)=M,[L. (0, d)]= Zai L. (9, d) pg(2). (9-29)

A cada estado de la naturaleza ® & 8 y cada funcién de deci-
sién d & D les correspondera su valor de pérdidas medias, es de-
cir, la funcidn de riesgo p(#, d) que, de este modo, se determinar3
en el producto directo de los conjuntos @ XX D en forma completa-
mente andloga a como la funcién de pérdidas L(®, a) en el juego
sin experimento se determing en el producto directo de los conjun-
tos @ X A. De esto se deduce que el espacio de las funciones de
decision D y la funcién de riesgo p(#, d) en el juego con experi-
mento Gnico juegan el mismo papel que el espacio de decisiones A
y la funcién de pérdidas en el juego sin experimento. De aqui se
infieren métodos analogos para resolver estos dos problemas.

En los juegos con experimento finico el estadista puede usar
también estrategias mixtas. Para esto debe disponer de un meca-
nismo de eleccion aleatoria que determine la distribucién de pro-
babilidades 1 (d) en el espacio D. La funcidn de riesgo, al utilizar
la estrategia mixta n(d) designada en este caso por p(f, n), se
obiiene promediando p(®, d) por todas las estrategias puras que
forman parte de la estrategia mixta dada. De este modo,

p(®, M= Myp (0, d)] = §: p(®, d)n(d) (9-30)
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Tabla 9-6

Pérdidas y probabilidades de resuliados del experimento en el problema
de la linea tecnolégica

a gz}
0
a) ax Iy 2 2y E

iy 0 i 3 0,60 0,25 0,18

L 3 a 2 0,20 0,30 0,50
o tamando en consideracidn (9-29)

0 (0, m = 2 L.(0, d) ps(2) n(d). (9-31)

Naturalmente, al buscar la mejor esirategia en el juego con
experimento finico el estadista debe par-
tir solamente de las estrategias admi- Pm?w
sibles qué se determinan exactamente al &
igual que en el juego sin experimento. oo \{z’i,,

. a

Ejemplo 9-9. Determinemos la funcion de 4[4~ A
riesgo en el problema de la linea tecnoldgica. o] © AT
Para facilitar los cdlculos, reduciremos a una a’ = \
tabla (tabla 9-6) las pérdidas del estadista 7 N_cB
L(®,a) y las probabilidades de los resultados AN
del experimento pa(2) dadas en las tablas 9-2 ke FIET
y 9-5 723 INZ233 §

Por cuanto el espacio de resultados delex- 2 N7 ]
perimento consta de tres elementos, la funcién N I
de decision va a temer la Jorma d(2) = i,
= (ai, ay, ar) == dyya, donde @i, a; y ax signi- 7 i —]
fican las decisiones que debe tomar ‘el estadis- ”
ta con los resultados del experimento 25, 22 y il
23, respectivamente, Asi, la funcién de decisién s l /’(’f-’.’”
diz2 significa que con los resultados del expe- 0 7 2 )

rimento z), 2» y 23 el estadista toma las deci-
siones ai, as y aa.

Los valores de la funcidn de riesgo, calcu-
lades por las férmulas (9-29) para cada fun-
cion de decisién, se exponen en la tabla 9-7

Fig. 9-6. Funcidn de rlesgo
en el problema de la linea
tecnologica

la figura 9-6. Examinemos con el ejemplo del célculo de p(f,d2), los datos

obtenidos de esta tabla, Segiin (2-28} tenemos:

o (% digg) =L, (8, digg) po(21) + Ly, (0 digp) X
XK po(22) + Lz, (O dyga) o (25) = L (D, a)) X
Koy () + L (9 a5) g (25) + L (s ay) £y (25).

Suponiendo que & = &; y ® = {};, obtenemos:

POy 122) =04, p(8;, diz) =34.
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Tabla 97
Valores de la funcién de riesgo 0 (%, &) en el problema de la linea

lecnolégica

& diqe dya da dyy E T iy din [ -
iy 0,00 0,15 0,45 0,25 0,40 0,70 0,75 0,60 1,20
0y 5,00 4,00 3,50 440 3,40 2,90 4,10 3.10 2,60

Continwacion de la tabla 9-7
o dyy dyy da dsn i das dyu iy iy
Li Y 0,60 0,75 1,05 0,85 1,00 1,30 1,35 ',50 1,80
i 2 4,60 3,60 3,10 4,00 3.00 2,50 3,70 2,70 2,20

Conlinuacién de la tabla 9-7
] dy, dyn dys dyy das dny ds 3z dans
Ll 1,80 1,95 2,25 2,05 2,20 2,50 2,55 2,70 3,00
i 4,40 3,40 2,9¢ 3,80 2,80 2,30 3,57 2,60 2,00

e) Principios de eleccién de la estrategia
en los juegos con experimento nnico

Por cuanto la introduccidén de la funcién de riesgo reduce el
juego con experimente {inico a una forma analoga al juego sin
experimento, todos los principios de eleccion de estrateyia en el
juego sin experimento se mantienen vigentes para el caso dado,
con la diferencia de que en lugar de minimizar las pérdidas medias
el estadisia debe ahora minimizar el riesgo medio.

El principio de minimax consiste en elegir la estrategia n(d)
con la que el riesgo medio p (9, n) sea el minimo en el peor estado
de la naturaleza para el estadista, es decir, 1a eleccién de la esira-
tegia de minimax n* se realiza por medio de la condicion

p (8, 4°) =min méx o (8, n). (9-32)

n
Al determinar el riesgo medio p(®, n), si partimos de las pérdi-
das no completas sino de las complementarias L’ (&, a), la formula

(9-32) definira el principio de minimax de las pérdidas comple-
mentarias,
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Para aplicar el principio de Bayes, introduzcamos el concepto
de riesgo esperado, por el que se entiende el riesgo medio tomando
en consideracion todos los estados posibles de la naturaleza 0 = 6
y la distribucién aprioristica de las probabilidades en el espacio @.
Como que el estadista, al utilizar eSF principio de Bayes, puede li-
mitarse a emplear solamente estrategias puras, el riesgo esperado

E5
P& d)=2 p (0, dYE(0). (9-33)

El principic de Bayes requiere el empleo de una funcién de
decision d* con la que sera minimo el riesgo esperado, denominado
en este caso riesgo de Bayes:

p°@)=0p(E d= min p & d). (9-34)

Ejemplo 9-10. Determinemos las estrategias, de minimax y Bayes en el
problema de la linea lecnologica con realizacidn de experimento unico. En la
figura 9-6 este problema se ha presentado en forma del juego S Gracias a la
construceidn geométrica dada resulta fécil establecer que la estrategia de mi-
nimax se determina por el punto S; con las coordenandas (%, /) y co-
rresponde al empleo de las estrategias puras dass y dass con las probabilidades
10/0 ¥ 4/ La estrategia dyga serd la estrategia de Bayes.

9-4. UTILIZACION DE LAS PROBABILIDADES
APOSTERIORISTICAS

a) Determinacién del mimero de estrategias
en los juegos con experimento

En los ejemplos de los pdrrafos anteriores se ve que en los
juegos estadisticos la realizacidon del experimento conduce al
aumento considerable del niimero de estrategias puras del esta-
dista. Asi pues, en el problema de la linea tecnoldgica, al tomar en
consideracion los resultados del experimento, el niimerc de estra-
tegias puras crecié de 3 a 27. Si no resultara posible representar
este juego en el plano en forma de juego S surgirian serias dificul-
tades en su analisis.

Designemos por N el nimero total de estrategias puras del
estadista en el juego con experimento dnico. No es dificil calcular
este nfimero. Supongamos que en el juego sin experimento, el
estadista puede tomar { decisiones posibles a, ..., & y el niimero
de resultados posibles del experimento es igual a v.

Con v = | obtenemos un juego en el que se sabe por anticipado
el resuttado del experimento lo que es equivalente al juego sin
experimento con N = L

Con v = 2 |a estrategia del estadista puede escribirse en la
forma d=/(a;a;) en que las magnitudes a;, vy a;, pueden ser cua-
Jesquier a = A. Por consiguiente, puede haber [ valores diferentes

291



de ay,, a cada uno de los cuales pueden corresponder { valores di-
ferentes de a4, de modo que N = 22,

Con v = 3 la estrategia del estadista es d=(a:, ai,, a,). El
total de soluciones a;, y a;, puede adoptar £ valores a cada uno
de los cuales pueden corresponder ! valores distintos de ay, de
suerte que N == 3,

Al proseguir razonando andlogamente llegamos a la conclusién
de que con { y v arbitrarias el nfimero total de estrategias puras
es de N = [,. El nlimero de estrategias puras del estadista con
y v grandes puede resultar tan considerable que surgirdn serias
dificultades relacionadas con su analisis.

En tales casos podemos lograr una gran simplificaciéon en ia
bisqueda de ias estrategias de Bayes si en lugar de la distribucién
aprioristica de probabilidades empleamos la aposterioristica cal-
culada basdndonos cn los resultados del experimento efectuado.
Con esto, el nimero de estrategias puras del estadista en cl pro-
blema con experimento se mantendra al igual que en el problema
sin experimento.

b) Distribucién aposterioristica de probabilidades.
Formula de Bayes

La distribucién aprioristica de probabilidades E(®), obtenida
fundindose en los datos y la experiencia del pasado, brinda in-
formacion 4til sobre la frecuencia con que, en general, se presenta
uno u otro estado de la naturaleza independientemente de las con-
diciones concretas en que el estadista tiene que tomar la decision.
El objetivo del experimento tlevado a cabo por e! estadista es reci-
bir informacién adicional acerca del estado real de la naturaleza,

Supon%amos que el espacio de resultados del experimento es el
conjunto Z = {2, ..., 2y}. En este caso el resultado del experi-
mento concreto sera aleatorio 'y por eso tampoco permite determi-
nar con precisién el verdadero estado de la naturaleza. No obstan-
te, la indeterminacién respecto al estado de la naturaleza dismi-
nuye notablemente si el experimenio se ha realizado de forma
correcta.

Este cambio de la indeferminacién respecto al estado de la na-
turaleza consiste en que a resultas del experimento, en lugar de la
distribucion aprioristica E{f#) se obiiene una nueva distribucién de
probabilidades E,(8) que se denomina diséribucién aposterioristica
de probabifidades en el espacioc @ con el resultado concreto dado
del experimento z = Z. Ocupémonos de los métodos de calculo de
la distribucién aprioristica de probabilidades.

Ante todo, notemos que el resuitado del experimento que tiene
por objeto precisar el estado real de la naturaleza, dependers del
estado de Ia naturaleza &. El estudio preliminar de las condiciones
en las cuales se realiza el experimento permite indicar para cada
estado de la naturaleza ¥, la distribucién de probabilidades en el
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espacio de resultados del experimento Z que, de esta suerte, va a
repres(en)tar la distribucién condicional de probabilidades p(Z|8) =
= pa(2).

Para describir de forma completa un experimento concreto hay
que conocer el resultado del experimento ze Z y el estado de la
naturaleza & & © con el cual se realizé el mismo. Luego entonces,
el resultado de un experimento concreto puede representarse en
forma del par ordenado (2, ©), que constituye un elemento del
producto directo de los conjuntos Z X ©.

Designemos por g(z, #) la distribucién de probabilidades en el
conjunio Z 3 ©. En el caso general esta distribucién de probabili-
dades va a variar al cambiar la distribucién aprioristica de pro-
babilidades E(®), es decir, sera funcién de E. Para la distribucién
aprioristica concreta §(9) designaremos la distribucién de probabi-
lidades en el conjunto £ X © por ¢ (2, 9).

Nos es necesario relacionar entre si las distribuciones &(9),
po (2). E:(®) ¥ gi (2, 8). Ya hemos tropezado con un problema simi-
lar al examinar las magnitudes aleatorias bidimensionales en las
que el resultado del experimento z era el par ordenado (x, y).
Para estas magnitudes aleatorias se cumple la relacién (5-37)
que, al aplicarse a nuestro caso, puede escribirse en la forma

e (2, 0) = py(2) §(8) =, (8) p (2). (9-35)
De aqui hallamos que -
b (o) =202 (9-36)

En esta expreslén p(z) representa la probabilidad incondicional
del resultado dado del experimento z, es decir, la probabilidad de
que vaya a ocurrir el resultado 2z en un estado arbitrario de la na-
turaleza. Partiendo de esto, la probabilidad p(z) puede presentarse
del modo siguiente:

pR)=pEI1OUU ... Ubn). (9-37)

Aplicando a esta expresion la férmula de la probabilidad com-
pleta (5-42), obtenemos

P@) =2 po(2)%(0). (9-38)
Teniendo en cuenta (9-38) la férmula para determinar la distri-
bucion aposteriorisiica de probabilidades &.(9®) adquiere el as-
pecto:
Pg(2) E ()

@) =
5:(®) ;p‘,(z}%(ﬁ}

(9-39)

En la teoria de las probabilidades esta férmula recibis la deno-
minacién de férmula de Bayes.
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Ejemplo 9-f1. Determinemos la distribucidn aposterioristica de probabili-
dades en el problema de la linea tecnoldgica. Realicemos los célculos segin
la férmula {9-39) por ¢l método tabular, El proceso del cilculo se brinda en
la tabla 9-8,

Tabla 9-8

Célculo de la distribucién aposterioristica de las probabilidades
en el problema de la linea tecnolégica

By (2 Po (1 E{0) ]
o gt
x; F 2 EN 2y EN 2, zy Z
?, 06 | 060) 025| 05| 06| 05| 0,00 | 0818 0555|012
0y 04 | 020 030 050 008 | 0,2 020 | 0,182 0,445 | 0,690
Drg(2)E(8) 041 | 027 | 029
%

Sirven de dalos de Ipariida para calcular la distribucién aprioristica de probabi-
lidades E({?, tomada de la tabla 9-2 y la distribucién condicional de probabili-
dades pg {z) tomada de 9-5.

El valor hallado de las probabilidades aposterioristicas demuestra que con
los resultados del experimento z; ¢ z; disminuye grandemente la indetermina-
cidn respecto a los estados de la naturaleza.

No obstante, con el resultado z, la indeterminacién se vuelve incluso mayor
que anles de realizar el experimento.

¢) Principio de verosimilitud maxima

El conocimiento de las probabilidades aposterioristicas permite
estimar el estado de la naturaleza utilizando el principio de vero-
similitud méaxima. Segiin este principio se toma como estimacién

del estado de la naturaleza & aquei que parcce el mas probable
basandose en los datos experimentales.

Ejemplo 9-12. Estimemos el estado de la naturaleza & en el problema del
proceso tecnolégico siendo z, el resultado del experimento. De acuerdo con la
tabla 9-8 las probabilidades aposterioristicas de los estados de la paturaleza &
y 0z con el resullado del_experimento 2, son:

£, (8))=0818, E, (8;)=0.182

Por cuanto el méxnlgzl () &, (”2)]_511 (%), en virfud del principio de
verosimilitud maxima & = @,.

Ej principio dz verosimilitud méxima se utiliza frecuentemente para ele-
gir la decision en el problema de dos alternativas. En este problema el espacio
de estados de la naturaleza consta de dos elementos: & = {{h, &2} con dis-
tribucién aprioristica de las probabilidades §(9)==(L, | — ). El espacio de de-
cisiones del cstadista también estd compuesio de dos elementos A4 = {ay, @z},
donde a) es la decisién de que la naturaleza sc halla en ¢l estado @) a2 es la
decisién de que la naturaleza se encuentra en el estado ;. Se conocen también
las distribuciones condicionales de probabllidades de los resultados del experi-
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mento pa(z) para 9 = 9, y & = O Por los resultados del experimenlo z= 2
es necesario tomar la decizion a & {a,, az).

Ejemplo 9-13. Problemma de la estacitn de radiolocalizacién ¢(E. R. L), La
seiial puede 5ur%‘jr en Ja pantalla de la E. R, L. como resuliado de la presencia
del objetivo en la zana de accién de la E. R. L. o a causa de la influencia de
interferencias de diversa indole. Por consiguiente, pueden {ener lugar dos es-
tados de la naturaleza: {4, hay objetivo; s, no hay objetivo. Al mirar la pan-
talla puede tomarse una de las dos decisiones: ay, hay objetivo;, az, no hay ob-
jetivo. Con esto pueden cometerse errores de dos tipos:

ay| {2, el error del primer género denominado a veces “falsa alarma™;

az|{h, el error del segundo género llamado en ocasiones “no deleceidn del
objetivo™.

Para tomar la decision vn el problema de dos alternativas se emplea con
frecuencia la relacidn de verosimilitud definida por la relacién

£z (1)
E2(By) 7

Se dice gue tiene lugar una comprobacién con respecto a la verosimilitud
si existe un ndmere determinado % tal que se toma la decisidn de acuerdo con
la regla sigoiente:

se toma la decision a, si .-\Ez) .

se toma la decisidn az si Az) << &

se toma la decisién a, 0 az 51 A(2) = &

El valor de £ se eli%e dependiendo de las consecuencias a las que puede
conducir una decisidén errénea. Asi pues, en el problema de 1a E. R L. el error
de tipo “falsa alarma" puede acarrear mayores consecuencas que el error
“no deteccion del objetive”. Sélo debe tomarse la decisién g, en caso en
que lenganios una gran seguridad de que en realidad existe el objetivo, es de-
cir, si se cumple la condicién B:(&) 3 B:(®:). Esto significa que en el caso
dado bhay que tomar £ 3 1.

A(3) (9-40)

d) Determinaciéon de la decisién de Bayes sobre la base
del empleo de las probabilidades aposterioristicas

Como vimos al principio del presente capifulo, la dificuitad
principal para resolver el problema con realizacién del experimento
consiste en el brusco incremento del nimero de estrategias al
aumentar el niimero de resultados posibles del experimento. Sin
embargo, en realidad no hay ninguna necesidad de analizar todos
los resultados del experimento posibles. Si el experimento efec-
tuado nos proporciona algflin resultado concreto z e Z, entonces
hay que resolver el problema para dicho resultado.

Esto puede hacerse calculando con el resultado dado del expe-
rimento z la distribucién apriorisiica de probabilidades &,(9) en el
espacio de estados de la naturaleza 8. En este caso, se conocerén
el espacio de estados de la naturaleza ©, el espacio de decisiones A
y la distribucién de probabilidades en el espacic de estados de la
naturaleza E,({¥) en el cual estd tomado en cuenta el resuitado del
experimento, Pero éste sélo difiere del problema sin experimento
en que aqui se utiliza la distribucién aposterioristica de probabili-
dades &, (%) en lugar de la aprioristica E(@&). Por consiguiente, los
métodos de resolucién de este problema son andlogos a los que
se emplearon en el problema sin experimento.
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Al emplear las probabilidades aposterioristicas g, () en calidad
de estrategias puras del estadista se emplean los elementos del es-
pacio de decisiones 4 = {a,, ..., a}. Con esto a cada decisién
a = A van a corresponder las pérdidas del estadista L(&, a) que
se determinan por analogia con (9-2) como

L(8. a)=M,,[L (0, )] =2 L (8, ), () (9-41)
o teniendo en cuenta (9-39)

;; L (8, a) py(2) E(6)
L(E.q)=
(&) INEHT

(9-42)

El principio de Bayes se reduce a elegir tal operacién a*= A
en que sea minima la magnitud de las pérdidas determinadas se-
gan {9-42):

R (E)==R(E, a")= win L (&, a). (9-43)

e) Problema de dos alternativas

Ilustremos los principios expuestos mediante el ejemplo de la
resolucion del problema con distribucién aprioristica de las proba-
bilidades E(® = (f, 1 —{). Siendo

Tabla 9-9 correctas las soluciones, considera-

Pérdidas en el problema mos la pérdidas iguales a cero. El
de dos alternativas error del primer género (a2|®y) da
una pérdida @ y el del segundo gé-
& l & i nero, (@;|®;), una pérdida de 1. Con
esto, la matriz de pérdidas tiene el

aspecto de la tabla 9-9,
& 0 w Examinemos la funcion de deci-
N 1 0 sién d(z) que, segn (9-27), divide
el espacio de resultados del experi-

mento Z en dominios Sy C(S) tales
que se foma la decision q;, si 2= S y se toma la decision as, si
z e C(S). Por cuanto S y C(S) deben ser compactos, 1a resolu-
cién del problema se reduce a hallar el limtie que divide el con-
junto Z en los subconjuntos no intersecados S y C(S). Designe-
mos por 2o los elementos de z &= 2 q\ue forman dicho limite. En la
figura 9-7 se muestra el tipo de limite 2, para los casos unidimen-
sional y bidimensional.
Para hallar ia ecuacién que define el limite 2, escribiremos las
expresiones para las pérdidas medias estando dadas la z y las de-
cisiones a; y az. Tomando en consideracion (9-42) y los datos de
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{a tabla 9-9, obtenemos:
Py, (2) (1 =0}

Lz a)= ; AEACK {9-44)
_wpg (AL .
L (t.a)= —_-_E (D E(@) (9-45)
o

El limife zp corresponde a la igualdad de las pérdidas medias
con las soluciones a, y a; to que da:

(1.—2) py, (2,) =Lwp, (=) (9-48)
o bien
%—%% - -I-E_f’—g-.m.: ¢ w). (9-47)

.Como vemos, a cada valor de § corresponderd su limite 2 y,
por lo tanto, los dominios correspondientes 8¢ y C(S;). Por cierto,

4

Z
o 7
e i ¥ ‘
: LT a

Fig. 9-7. Fraccionamiento del espacio de resultados del experimento en el pro-
blema de dos alternativas

con la magnitud { van a determinarse también las probabilidades
de las soluciones erréneas « (&) y B(L), que son las probabilidades
de que con & = ¥, el punto z caera.en el dominio C(S¢) y se to-
mara la decisién ap y la probabilidad de que con 9 = 9, el punto 2
caera en el dominio S; y se tomara la decisién a;. Estas probabili-
dades se determinan por las relaciones

alp)=Pla;|f)= ;{3 P (2); (9-48)
Fa-} ;

BR)="Pla|t)=_ g:s Po.{2). (9-49)

Para determinar el caracter de la dependencia de la probabili-
dad de soluciones erréneas de {, determinemos los valores (%)
y p(t) para los valores limites { =0y [ = 1.

Los elementos z & Z que forman parte del conjunto S se deter-
minan por la condicién

Lt a) <L (&, a2
o bien
. Pa, {z)
Py, 2)
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Con § = 0 esta condicién da:

Po,(2)

Py, (2) =0
lo que es posible solo en el caso de que S; = &, C(St)==Z. Con
esto, mediante (9-48) y (9-49) hallamos que «{(0)= 1y B(0)= 0

Con § = 1 1a condicién (9-50) da:

Pisy (2)
Py, (2) 5 %

lo que determina el dominio S;= Z, C(S;)= @&, de modo que
a(l)=0,p(l)= 1.

De esta suerte, al variar {, de 0 a 1, (%) varia de | a 0, y B(E)
varia de 0 a 1.

Hallemos el riesgo de Bayes p*(g) para la funcién de decisién
para todos los valores posihles de §. Utilizando la expresién (9-29)
examinada d(z), con el objeto de determinar las pérdidas medias

4 (C.p il
L Yma (8, Gp) 2P *(Lo)

y=p7®

&

g o Za 7

Fig. 9-8. Curva del riesgo de Bayes en el problema de dos aliernativas

para la funcién de decisién p (9, d) y promediando esta funcién en
todos los estados de la naturaleza, hallamos que

o () =Lwa (@) + (1 =) &). (9-51)

En la figura 9-8 se muestra la grafica de dependencia de p*({)
trazada segiin esta férmula teniendo en cuenta el cardcter hallado
de la variacion de «(§) y B(%). En esta grédfica se ve que p*(§) se
convierte en cero con £ =0y { =1, y alcanza su maximo con
cierta § = Lo. El valor &, deiermina la peor estrategia de la natu-
raleza para el estadista, con la cual &), utilizando el principio de
Bayes, tiene las pérdidas p*(Zy).

En la practica, muy frecueniemente se presentan casos en que
hay insuficientes datos estadisticos preliminares para determinar
con exactitud la probabilidad aprioristica ¢. Por eso, tiene impor-
tancia hallar la magnitud del riesgo de Bayes para el caso en que
el estadista parte de cierto valor de la probabilidad aprioristica £%
y de acuerdo con esto determina las magnitudes S¢-, e () y (&),
mientras que el valor real de [ serd otro. En este caso el riesgo de
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Bayes se determina por medio de la expresion
P ) =twa(d) + (1 =B, (6-52)

que es lineal respecto a { y define 1a tangente a la curva y = p*({)
en el punto { = {’. En la figura 9-8 se ve que las pérdidas deter-
minadas por la funcién p (%, £'), serdn mayores que para la funcién
p*(f) si § %= ¢/, de modo que el conocimiento inexacto de la distri-
bucién aprioristica de probabilidades provoca el aumento de las
pérdidas. Es mds, si las § difieren mucho de ¢/, las pérdidas deter-
minadas por la funcién p(%, ') pueden exceder de la magnitud
p*(Lo) correspondiente a la magnitud méaxima de las pérdidas de
Bayes. No obstante, si se parte de la distribucién de probahilidades
mas desfavorable correspondiente al valor g la funcidn y =
= p (&, &) va a ser continua y con cualquier { determina pérdidas
iguales a p*(Lo). Este caso corresponde al empleo de la estrategia
de minimax.

De esta manera, Gnicamente es 'racional el empleo del principio
de Bayes en los casos en que se conoce con suficiente exactitud la
distribucién aprioristica de probabilidades g (®). Ahora, si se desco-
noce o conoce de manera imprecisa la distribucién aprioristica de
probabilidades g(#), puede resultar mas provechoso el empleo del
principio de minimax.

9-5. JUEGOS ESTADISTICOS CON MUESTRAS
CONSECUTIVAS

a) Observaciones preliminares

Al estudiar el juego estadistico con experimento finico se sefiald
que éste no constaba necesariamente de una sola prueba. Ei puede
consistir asimismo en una secuencia de pruebas, pero deben fijarse
previamente la extension y el orden de las mismas. Asi pues, si se
ha determinado de antemano que la decisidn se toma después de
que se han realizado N pruebas consecutivas, entonces toda esta
secuencia de pruebas se considera como un experimento finico cuye
resultado sera la magnitud multidimensional z =(z,, ..., zx),
donde z;, i =1, ..., N es el resultado de la prueba i. En virtud
de esto, el juego con experimenio (nico se denomina frecuente-
mente juego con extension predeterminada de muestras entendien-
do por extension de muestra el niimero de experimentos realizados
consecutivamente.

En los juegos con extensién de muestra predeterminada el
estadista sélo puede ufilizar aquellas estrategias que determinan
el caradcter de sus acciones después de finalizar toda la sucesién
de pruebas. No obstante, existe otra posibilidad para el estadista.
Asi, en lugar de realizar todas las N pruebas, después de cada
prueba sucesiva &l puede decidir: poner fin a la prucha y elegir de
entre A cierta decisidn, fundindose en la informacién ya existente,

10* 209



o realizar la prueba siguiente. Esto amplia la clase de las estrate-
gias posibles del estadista ya que a la eleccién de la decision de
entre el conjunto A se afiade ademéas la eleccién de la decisién de
terminar o continuar el experimento. Tales juegos se denominan
juegos con muestra consecuiiva, Por cierfo, si estd determinado
un nfimero limite admisible de pruebas después de cuya realizacion
debera tomarse obligatoriamente una decisién de entre A, el juego
se llama de muesira consecutiva truncade. Limitaremos la exposi-
cién uiterior sélo a estos juegos remitiendo a los interesados en
un estudio mas detallado de la materia a la literatura a propésito.
Vamos a denominar observaciones a los resultados consecutivos
separados del experimento.

Si el experimento no costara nada, no tendria sentido ampliar
la clase de estrategias infroduciendo muestras consecutivas ya que
el estadisla no perderia nada y al efectuar todas las N observacio-
nes sdlo podria ganar. Pero en muchos casos el experimento es
cosloso y requiere pérdidas de tiempo. Entonces el estadista puede
obtener una considerable ganancia si en cada etapa del experi-
mento compara el costo de continuacidon del mismo con la ganan-
cia esperada debido a la informacién adicional obtenlda.

Examinemos e] método de. descripcion del juego con muestras
conseculivas truncadas. Designemos por Z; el conjunto de resul-
tados de la prueba L Entonces el espacio completo de resultados
del experimento Z al efectuar fodas las N pruebas puede represen-

tarse en la forma
L=Z X ... X Zy. (9‘53)

En el juego con muestras consecutivas se admite tomar ta deci-
sién basdndose en la realizacién no de todas las N observaciones
21, ..., Zw, 5ino dGnicamente las primeras j de ellas 25, ..., z;. En
virtud de esto puede fraccionarse el conjunto Z en subconjuntos no
intersecados Sg, Sy, ..., Sy tales que la decisién se toma fundan-
dose en la realizacién de las primeras j observaciones si z = S;.

El conjunto § = (S, Sy, ..., Sy) se denomina plan de muesira
consecutiva. El conjunto Z puede dividirse por varios métodos di-
ferentes en subconjuntos no intersecados S; Cada uno de estos
métodos determinard su plan de muestra consecutiva. Designare-
mos por § y llamaremos clase completa de muestras consecutivas
al conjunto de diversos planes de muestra consecutiva posibles,

Para que sea factible la torma de la decisién, hay que presentar
la funcion de decisién d(z) que determina la decision de A
para cada secuencia de observaciones. Al igual que en el juego con
experimento finico, el estadista elige la funcién de decision d(z)
de entre el espacio de funciones de decisién D del que forman parte
todas las funciones de decisién posibles.

La eslrategia del estadista en el juego con muestras conse-
cutivas consiste, en primera, en la eleccién del plan de decisién
consecutiva § & § que indica cudndo debe terminarse el experi-
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mento, y en segunda, en la eleccidén de la funcién de decisién
d = D la cual seiiala qué decision debe tomarse al finalizar el ex-
perimento. De este modo el par (S, d) determina la estrategia del
estadista. Tomando en consideracién que el par (S, d) es un ele-
mente del producto directo € X D, liegamos a la conclusién de
que § X D es el espacic de eslrategias puras del estadista.

El numero total de estrategias en los juegos con muestras
consecutivas resulta mucho mayor gue en los juegos con experien-
cia tnica lo que provoca grandes dificultades al redactar la lista
completa de estrafegias del estadista y elegir la mejor de ellas.
Este trabajo puede simplificarse considerablemente si en cada
ctapa del experimento se calcula la disiribucidn aposlerioristica de
probabilidades utilizando para ello toda la informacién acumulada
hasta el momento dado. A medida que se efecttan las observacio-
nes conseculivas, disminuye la indeterminacién respecto al verda-
dero estado de la naturaleza ya que surge la posibilidad de ela-
borar un criterio para determinar el momento de dar fin al experi-
mento y tomar la decisién de entre ¢l conjunto A.

b) Utilizacién de la distribucién aposterioristica
de probabilidades para determinar las reglas
consecutivas de Bayes

Solamente examinaremos aquellos juegos estadisticos en los
que los resultados de algunas subpiuebas z;, ..., zy son magnitu-
des aleatorias independientes. Designemos por g4{2;) la distribu-
ci6n de probabilidades en el espacio Z; con el estado de la natura-
leza dado ¥. Vamos a considerar constante e igual a ¢ =1 el
valor de la subprueba aislada.

En calidad de fundamento para escribir el plan de muesiras
consecutivas tomaremos la distribucién de probabilidades E(9) en
el espacio de estados de ja naturaleza @, al hacerlo, por distribu-
cion E(®) vamos a entender no sélo la distribucién aprioristica de
probabilidades antes de iniciar el experimento, sino también la
distribucién aposterioristica de éstas después de realizar varias
subpruebas. En lo sucesivo vamos a designar por E(8), la distri-
bucién aprioristica de probabilidades y por &;(®), la distribucién
aposterioristica de éstas después de realizar j subpruebas.

La distribucién de probabilidades E;(#) contendrd en si toda
la informacién sobre el estado de fa naturaleza ¥ que se tenia an-
tes de realizar el experimento y también la que se obtuvo a resul-
tas de efectuar las primeras j observaciones. Por eso, la distribu-
cion E;(®) puede considerarse como aprioristica antes de la obser-
vacién (j + 1). Luego entonces, la distribucién &, (¢) se expresa
por &;(#) con ayuda de la férmula para la distribucién aposterio-
ristica de probabilidades. Vamos a considerar el paso de la dis-
tribucién aprioristica de probabilidades &;(8) a la aposterioristica
E;w (0) como cierta transformacion T de {a distribucion E;{#h). En-
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tonces la distribucién aposterioristica de probabilidades puede
escribirse segun (9-39) en la forma

_ £ (1) a5 (2140)
TE () =E;, (D) %:g!(ﬂ) 70 (%1 41)

Analicemos el principio para obtener el plan de muestra conse-
cutiva basado en el empteo de la distribucién aposterioristica de
probabilidades, mediante el ejemplo del problema de dos alternati-
vas en el cual @ = (0,00} y 4 = {a), az}. :

Designemos por (f, 1 ~%} la distribucién aposterioristica de
probabilidades en el espacio ® después de realizar varias sub-
pruebas. En este problema el espacio E de estrategias mixtas de la
naturaleza se determina por el dominio de valores posibles £, o sea,
el intervalo [0, 1] del eje real.

(9-54)

Decision sobre
la continuacion del
I.Z?Pc!'sia}? a, experimento lﬂﬂ‘isz‘on @
0 Alas) Ty & Acep 1

Fig. 9-9. Regla de la toma de decisién en ¢l problema de dos alternativas

Puede resultar que §{ = 1. En este caso sélo es posible tomar la
decisién a;. Si § = 0 se toma sin falta la decisién as. Pero si, por
ejemplo, resulta que { = 0,5, entonces es imposible dar preferencia
a decisién alguna y hay que continuar el experimento para precisar
el verdadero estado de la naturaleza.

Aqui se examinaron casos extremos de distribucién de probabi-
lidades E(6). En el caso general pueden establecerse magnitudes &
Yy 0<d<1,0<<y<1,6=y) tales que:

si  estd en la gama [6, 1] se toma la decision a;

si [ estd en la gama [0, y] se toma la decisién as;

si [ estd en la gama [y, §] se toma la decisién de realizar la
subprueba siguiente. Las gamas A{e;) =[5, 1] v A{az)= [0, ¥] se
llaman dominios de parada. Lia regla para tomar la decisién esté
representada grificamente en la figura 9-9.

Los dominios de parada pueden determinarse también para el
caso en que el nimero de estados de la naturaleza es mayor de dos.
Aunque es verdad que entonces el espacio de estrategias mixtas de
la naturaleza E tendrid una forma mas compleja. Asi pues, en el
caso de tres estados de la naturaleza tiene la forma de tridngulo
equildtero con altura igual a la unidad (véase la fig. 9-11).

En el caso general se llama dominio de parada A(a) en el es-
pacio E subconjunto de este espacio

Al@)=E (9-55)

tal que si después de cierta subprueba resulta que §(®)= A(a),
entonces se pone fin al experimento y se toma la decisidn a,
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Por cuanto cada subprueba tiene su valor, no sera indiferente
si E(0) cae en la zona A(a) antes de realizar el experimento o des-
pués de varias subpruebas. Esto significa que con cada nueva sub-
prueba van a cambiar tanto los valores de §(@) como los dominios
A(a). Por cierto, en cada etapa del experimento presentan interés
no aquellas subpruebas que ya se éfectuaron y cuyos resultados se
utilizaron ya, sino las que quedan por realizar hasta el finai del
experimento. En concordancia con esto designaremos por Ay—_;(a)
los dominios de parada en la etapa del experimento en que se lle-
varon a cabo j subpruebas de N.

Si el espacio de soluciones consta de m elementos ay, ..., am,
en cada etapa del experimento deben determinarse m dominios
A(a) correspondientes a cada a = A. Estos dominios deben ser
convexos y no intersecados.

c¢) Regla de las muestras consecutivas

Supongamos que en el espacio.E se han separado /m dominios
A(a) en cada etapa del experimento. Entonces, la regla de las
muestras consecutivas va a consistir en lo siguiente.

Inicialmente se conoce la distribucién aprioristica de probabi-
lidades Eo(®). Si Eo(®)= An(a;) para alguna { se toma la deci-
sién a; sin realizar experimento. Si & {0) &£ Ay (a;) con ninguna i,
se realiza la primera subprueba y se calcula la distribucién aposte-
rioristica de probabilidades &;{®). Después, se examinan los domi-
nios Ay—i{a). Si & (%)= Ayx—i{a;) para alguna i, se pone fin al
experimento y se toma la decision a;. Si B (9)e& Ay-a(a;) para
ninguna i, se realiza la siguiente subprueba, etc.

Por lo general, si no se dio por terminado el experimento du-
rante las primeras j — | observaciones, se realiza una observacién
complementaria y se calcula &;(9). Si E;(9) = AN,j(a;}dpara cual-

uier {, entonces se termina el experimento y se toma la decision a..
gi la eleccién no se realizdé después de la observacién (N —1) se
efectia la observacién N y se realiza la eleccién definitiva. Para
gue se cumpla esta condicién los dominios Ag(a;) deben elegirse

e tal suerte que
Udo(@)=E (9-56)

Como vemos, el problema de describir las reglas consecutivas
de Bayes se reduce a la tarea de determinar los dominios Ax_j(a)
en el espacio E para todas las a & A y para todas las j de 0 a N.

d) Funcidn de riesgo con la regla consecutiva déptima

La funcién de riesgo con muestras consecutivas debe deter-
minar en cada etapa del experimento (por ejemplo, después de j
subpruebas), las pérdidas medias minimas que suirira el estadista
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tomando la mejor de todas las decisiones posibles incluyendo la de
que el experimento debe continuarse. Por cuanto la toma de deci-
sién se basa en los conocimientos de la distribucién aposterioris-
tica de probabilidades ;(8) la funcién de riesgo dependera tam-
bién de esta distribucién. Designemos por p*(§;) la funcién de
riesgo que se obtiene después de realizar j subpruebas,

usquemos consecutivamente, partiendo de la Gltima etapa del
experimento, las expresiones que definen la funcién de riesgo. Su-
pongamos que se han realizado lodas las N subpruebas.y esta
haltada la distribucion aprioristica de probabilidades &x(9). Las
pérdidas medias que sufre con esto el estadista al tomar la deci-
sién @ e A son:

L (Ey, a) =-§I L (B, a)Ey (0). (9-57)

El valor minimo de estas pérdidas correspondiente a ta solucidn
de Bayes a* se determina por la expresién

R (g0 =L (Ex @) =minL Ey, a). (9-58)

~ Por cuanto no es posible tomar ninguna decisién mejor que a*,
la magnitud R*(Ev) va a coincidir en esta etapa del experimento

con la funcién de riesgo
" (&) = R" (&) (9-59)

Examinemos ahora una etapa arbitraria del experimento y ha-
llemos las pérdidas medias minimas que sufrird el estadista des-
pués que realizé § subpruebas (f=0,1,..., N —1). En este caso
el dispone de la distribucién de probabilidades §;(0).

En el caso dado el estadista puede obrar de dos maneras.

I. Puede poner fin al experimento y tomar la decisién a = A.
Las pérdidas medias minimas que &l sufre son:

R* (&) min L (¢, a)y=min 3. L (6, @)% (8). (9-60)

2. Puede tomar la decisién de realizar la subprueba (j--1).
En tal caso va a sufrir, en primera, las pérdidas iguales al costo
de la prueba las cuales tomamos como unidad, y, en segunda, las
pérdidas que sufre después de tomar la mejor decision por los re-
sultados de la observacién (j - 1), es decir, p* (§;41).

No obstante, el estadista no sabe la distribucién de probabili-
dades &;41(0). Conoce sélo la distribucién &;(9) y (nicamente
puede determinar &4 (%) por la {6rmula (9-54) como TE;(#). Con
esto, la magnitud TE;(0) puede ser hallada para los valores con-
cretos de zjy=Z;;; y 9= 0 que el estadista no conoce por
ahora. Por esto no debe referirse a un valor concreto de la funcién
de riesgo p*(E;41). sino Gnicamente al valor medio Al [p*(TE;)], por
cierto, el promedio debe tomarse por todos los valores posibles de
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20 € 2,4 con la distribucién de probabilidades gq(z41) y por
todas las & = © con la distribucion’de probabilidades E;(#):

Mlp*(TE) = 2 0" [TE (M g0 (241) & (D). (9-61)
1]

Fler

De este modo, las pérdidas minimas del estadista en caso de
que decida continuar el experimento, son:

1+ M [p* (TE]. (9-62)

Después de realizar j subpruebas la funcién de riesgo se deter-
mina por el minimo de pérdidas medias al examinar ambos meéto-
dos de operacion del estadista: terminacion del experimento y con-
tinuacién del mismo. Por tanto,

0" () = min {R™(§)), 1 + M [p"(TEN]}. (9-63)

La expresién (9-63) puede escribirse de modo mas compacto
sin emplear el subindice j que designa ef nimero de la subprueba.
Vamos a examinar la etapa del experimento en que hasta su termi-
nacion quedan %k subpruebas. Designemos por E(®) la distribucion
aposterioristica de probabilidades en esta etapa y por E'(8)=
= TE(9) la distribucién aposterioristica de probabilidades después
de realizar una subprueba més. Designemos por p (&) la funcidn
de riesgo en la fase cuando hasta el final del experimento quedan 2
subpruebas. Entonces las expresiones (9-59) y (9-63) se escriben
en la forma

05 (B} =R" (&) (9-64)
o} (&) = min (R (®), 1+ M[p}_, (T9]}. (9-65)
Designemos por V el espacio ‘de resultados de la subprueba

siguiente cuyos elemenios vamos a designar por v. Con estas
designaciones obtenemos:

R* () =min 2 L(®, a)E(0); (9-66)

M, T8]= o [TE®) g, ()3 (D) (9-67)
£ (6) = o 0 (V) ;

TE = DHTIATE (5-68)

Las férmulas (9-64) y (9-65) pueden utilizarse para defer-
minar los dominios de parada. Sin embargo, sélo se obtienen re-
sultados relativamente sencillos para el problema de dos alterna-
tivas a cuyo estudio nos iimitaremos en lo adelante.
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e) Determinacién de los dominios de parada
para el problema de dos alternativas con muestra
consecutiva truncada

Examinemos el caso del problema de dos alternativas con fun-
cién de pérdidas determinada por la matriz

0 g
gy 0

y con la distribucién de probabilidades en el espacio de estado de
la naturaleza §(8)= ({, 1 — ). Designemos por Ax(a) y Ar(az)
los dominios de parada correspondientes a las soluciones @, y a;
cuando hasta el final del experimento quedan por realizar & obser-
vaciones, Estos dominios se determinan por los valores § = &
Y & == v vu << O tales que

Belad=[8e <I<1),  Aslad=[0<E<Cye)  (9-70)

La determinacién de las zonas de parada se reduce a deter-
minar los valores de vy, y &, para k=0, I, ..., N. Esto puede
hacerse utilizando las expresiones obtenidas para la funcion de
riesgo.

Iniciemos la determinacion de los puntos limites de los domi-
nios de parada partiendo de & = 0. Al expresar £(9) por g, se ob-
tiene de (9-64) y (9-66):

0y (&) =R" ()= min [(1 =12) gy, £9:0]- (9-71)

Segtin (9-56), Ao(ai) y Ao(az) deben ser conjuntos reales no
intersecados cuya reunién proporciona el segmento cerrado 0,l.
Por consiguiente, estos dominios deben estar separados uno del
otro por el punto § = yy = 8, que se determina por la condicién

(1 =8 ga =2q1s (9-72)

La condicién (9-72) es la condicién de igualdad de las pérdidas
medias minimas al tomar las decisiones g, y a;. De (9-72) halla-
mos:;

Qs ’ (9-69)

Vo= dp=—EBl—. (9-73)
Para k = 0 arbitraria la funcién de riesgo tiene la forma:
P () =min {R" (), 1 4+ M[p;_, (TO] }: (9-74)

Las condiciones de obtencién de los valores limites { para los
conjuntos Ax(ay) y Ax(ag) seran las condiciones de igualdad de
las pétdidas medias minimas al tomar la decisién 2, o a, y al de-
cidir continuar el experimento, lo que se expresa mediante la rela-

cion .
R @ =14 M[p;_, (TD)] (9-75)
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Observando que en la expresién (9-71) para R*(f) la magniiud
Egs es la funcion mondtonamente creciente {, que se vuelve cero
paraf == 0y (I —&)gs es la Tuncién monétonamente decreciente {
que se convierte en cero con { = I, y sustituyendo en los puntos
limites § por y, para el dominio Ax{as), y por & para el dominio
An(@)), podemos escribir (9-75) en la forma

Vil =1+ M[pay (TV:)]: (9-76)
(1 —8,) g, =14 M[p;_,(T0,)] (9-77)

Estas condiciones se representan geométricamente en la figu-
ra 9-10

: 4
-ﬁrp;,rrcﬂ
i ()
Y2895 2 :
i Y=~
b N2
0 dplaa) ¥ Ze=lp & S 1

Fig. 9-10. Delerminacién de los dominios de parada en el problema de dos al-
ternativas

Las relaciones obtenidas muestran que el problema de determi-
nar yx y 6x asi como las funciones de riesgo p (¢) se reducen a

calcular la magnitud M[pj_, (7€)]. La iérmula {9-67) da la expre-

sién general para esta magnitud con una ® arbitraria. Para el
problema de dos alternativas esta expresién adquiere la forma:

Mlp, TO]=EtX 0}, (T gy, (0) +
F A= Lo [T —Dlgp, (),  (878)

donde
rp= Saile) - 979
=T F (=05 (9-79)
(1 =) gp, (0)
F(l =g Tao, (0) T (1 —T) dg, (0) (2:80)

Para k=1 la funcién p;(} determinada por la expresién

(9-71) es una funcién muy sencilla de , asi que la magnitud
M[py(Tt)] puede determinarse directamenie mediante (9-78). Co-

nociendo M[p; (Tg)] puede calcularse o] (f) por (9-74), lusgo de-
terminarse M [p| (7¢)] por (9-78) y de aqui, py(£) mediante (9-74),
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etc. Aunque este proceso de bfisqueda de Py (£) requiere grandes

célculos, sin embargo, en este caso no es necesario efectuar ope-
raciones mas complicadas que la busqueda de las esperanzas ma-
tematicas.

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 9

9-1. Hoallar, por los datos de la tabla 9-3, la estrategia fundada en el
principio de mimmex de las pérdides complementarias en el problema de I [i-
nea teenoldgica.

9-2 Realizar los calculos necesarios para determinar las estrategias de mi-
nimax y Bayes en la linea tecnoldgica con experimento finico, empleando la

construccidn  geométrica en la  figu-
(16,0} ra 5-6.
9-3. Por un canal de comunicacién se
transmite la sefial u sobre la cual estd
superpuesta la interferencia s distribuida
por la ley normal N (0, 0%} de suerte que
en la parte de recepcién se mide la mag-
nitud 2=wu~s La seflal u puede to-
mar dos valores: u =0, no hay sefial
(07} y = up=const, hay sefal (fy),
El dispositivo de recepcidn tiene el um-
bral z; y suministra la decisién de que se
© ha firansmitido la sefal wup, si 2 > z;.

Determinar la t;ltagnitud del ]umbraldz.ly
- o . utilizando el método de resolucién del
@0 Qo1 problema de dos alternativas haciendo

Fig. 9-11. Espacio de cstrategias ©—0:20 y @=2
mixtas de la Eatura]eza para elgca‘ 94, Demostrar que en ol caso de

; tres estados de la naturaleza © =
50 de tres estados de la naturaleza 5 D, 0, 0s) todas las estrategias mix-

tas del estadista E(9) = (L, &, &) for-
man el espacio de eslrategias mixtas que tiene forma de tridngulo con altura
igual a la unidad como se muesira er la figura 9-11.




Capitulo décimo
PROGRAMACION DINAMICA

10-1. CONTROL OPTIMO COMO PROBLEMA VARIACIONAL

a) Enunciado matemdtico del problema de control dptimo

La tendencia caracteristica en la construccion de jos sistemas
de control automatico modernos es la aspiracién de lograr sistemas
que sean fos mejores en determinado sentido. En el caso de control
de procesos tecnolégicos esta tendencia se pone de manifiesfo en
obiener una cantidad méaxima de productos de alta calidad con
empleo limitado de recursos (materias primas, energia, elc.). En
tos sistemas de control de naves, aviones y cohetes se tiende a mi-
nimizar el fiempo después de cuyo transcurso el objeto sale al pun-
to o trayectoria deseados, limitandose el dngulo de desviacién de
los timones, la cantidad de combustible consumido, etc. En los
sisiemas de seguimiento y estabilizacién tiene importancia alcan-
zar una precisién maxima existiendo todas las limitaciones posi-
bles impuestas a las coordenadas del objeto conlrolado, los elemen-
tos ejecutivos y el regulador. En todos estos ejemplos los proble-
mas de conirol se reducen a la biisqueda dell mejor proceso en
determinado sentido de la palabra, de entre el conjunto de los
procesos posibles, es decir, pertenecen a la clase de los problemas
dinamicos de conirol.

. Como se mostré en el capitulo 6, el enunciado matematico de
los problemas dinamicos de control automatico se reduce a lo si-
guiente. Hay un objeto controlado cuyo estado se caracteriza por
Ia variable muftidimensional x = {x, ..., ¥™). Puede cambiarse
el caracter de los procesos en el objeto controlado utilizando uno
u otro procedimiento de control « del espacio de procedimientos de
contro! admisibles U. En el caso general el control u & U puede
ser asimismo la magnitud multidimensional & =(u®, ..., a™).

El caricter del movimiento del objeto controlado se describe

por medio de} sistema de ecuaciones di erenciales

t=glx, u), =x(0)=c. (10-1)

* Como criterio de calidad de coritrol se empiea la estimacién por
la integral _;ie___lq_ forma
Lo i hw={ Qi@ e, (10-2)

¥ I
L]

]
.{-.‘ wd o4 Y
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que tiene el sentido fisico de pérdidas, donde T es el tiempo en que
transcurre el proceso controlade y Q,[x(f), u(¢)]= gi(f) son las
pérdidas instantdneas en el momento 7 con el estado del sistema
x(f) y el control u(f). Pueden ser limitaciones adicionales impues-
tas a la cantidad de recursos o los limites de variacién de algunos
parametros que se expresan mediante la relacién matemaética

T

S Hx(t), u(O]dt <K, (10-3)

9

que coincide con (6-33).

Como quedé establecido en el capitulo 6, se denomina Sptimo
aquel control u del conjunto de controies admisibles ¥ con el que
para el objeto descrifo por la ecuacién diferencial (10-1) y las li-
mitaciones impuestas a los recursos utilizados (10-3), el criterio
de calidad de control (10-2) adquiere el valor minimo (maximo).

El problema de control éptimo formulado de este modo perte-
nece a la categorfa de los problemas variacionales de cuya resolu-
cién se ocupa la rama de las mateméticas que recibié Ia denomina-
cion de cdiculo variacional. La magnitud /i (#) determinada por la
relacion (10-2) recibié el nombre de funcional. A diferencia de una
funcldn, por ejemplo, f{x) cuyos valores numéricos se presentan
en el conjunto de valores del argumento x, los valores numéricos
de la funcional [, (u) se presentan en el conjunto de todos los con-
troles posibles u(¢). El problema de la biisqueda del conirol éptimo
se reduce a elegir de entre el conjunto de controles admisibles u(f)
aquel con el que la funcional f|{u) adquiere el valor numeérico
minimo.

Corrientemente, los problemas que requieren la minimizacién
de la funcional del tipo (10-2) subordinada a la relacién de dife-
rencial (10-1), al existir la limitacién de integral (10-3), se susti-
tuyen por la minimizacién de la nueva funcional

T T

J (@)= S Qi (v, wrdt 4+ 4 S H{x, wadt, (10-4)
1] 0

subordinada Gnicamente a la relacién diferencial (10-1). El para-
metro 2 de la funcional (10-4), que recibié el nombre de factor de
Lagrange, representa en los problemas de optimizacién de control
el papel del “precio” de los recursos limitados. Su valor se halla
por las condiciones limites del problema variacional.

La posibilidad de simplificar el problema variacional con las
limitaciones de integral mediante la introduccién de los factores
de Lagrange se desprende del siguiente teorema.

Teorema 10-1. St u(f) es el conirol dptimo con el cual la fun-
cional (10-4) alcanza el minimo absoluto y se cumple la limitacion
(10-3), entonces con u(t} se alcanza el minimo absoluto de la fun-
cional (10-2) subordinadae a la limitacién (10-3),
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La demosiracién es por el absurdo. Sea u({) otro control dis-
tinto de u(¢), por cierlo, tal que

T T
{aw oa <@ wa (10-5)
u 1]
y se cumple la condicién
T
{ i, @<k, (106)
1]
Entonces
T I T
{ @ 0)at 42 { e o)ar<{ Quix, vdt +2K <
u 0 1]

7 T T
< S Q (x, v di 4 AK = S Qi (%, u) df + 2 S H(x, u)dt, (10-7)
0 0 il

la que contradice la suposicién de que u(f) minimiza (10-4).

La aplicacién de los métodos de caleulo variacional al problema
de 1a busqueda del control 6ptimo no se difundié a causa de una
serie de dificultades. Por lo tanto, no vamos a detenernos en los
métodos de resolucion del problema variacional remitiendo a los
interesados en esta cuestion a la literatura correspondiente, Seiia-
laremos @nicamente algunas cuestiones de importancia para la
exposicién ulterior.

Un importantisimo concepto de célculo variacional es el de
variacion de funcién que durante la investigacién de las funciona-
les juega el mismo papel que la diferencial al investigar las fun-
ciones.

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a, b]. Examine-
mos ¢l punto interior x de este intervalo y cierto valor fijo de la
diferencial del argumento de la funcién Ax = dx. La diferencia

Flx+Ax)—f(x)=df (x)=]"(x) Ax (10-8)

se llama diferencial de la funcién f(x) en el punto x. Como se
sabe, la condicién df(x)= 0 es la condicién necesaria de minimo
(méaximo) de la funcion f(x) en el punto x.

Para lograr analogia con el célculo variacional es conveniente
determinar la diferencial df(x} de manera algo distinta. Examine-
mos el valor de la funcién f(x + edx}; para x y Ax fijadas este
sera Tuncién de e. Diferenciando esta funcién por ¢ y haciendo
¢ = 0, obtenemos:

D16+ 6Ax) boo=F (x) Ax = dj (). (10-9)
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Examinemos los conceptos andlogos de céaleulo variacional.
Sean u(f) y u,({) dos controles utilizados. La diferencia

ou () = 1y () — (1) (10-10)
se denomina variacién de la funcién u(¢) y la diferencia
8J (t) =1 (1t + du) — J (u) (to-11)

se llama variacién de la funcional.
La variacién de la funcional puede definirse de otro modo. Para
esto examinemos con u(f) y du(f) fijadas la funcionai

I (it + edu) = g (e), (10-12)

que es la funcién de e. Supongamos que dicha funcional esti de-
terminada para diferentes e, lo cual significa que son posibles
distintos controles u(¢#)- su(f) en las cercanias ge{ control fijado
u(t), o sea, u(f) es un punto interior del espacio de controles ad-
misibles U. Enlonces, ia varia¢ién de la funcional puede definirse
por analogia con la diferencial de la funcién que esta dada por la
relacién (10-9) como

w(u)=-§; 7 (1 + 2dts) Jymo- (10-13)

Si u(¢) es el control 6ptimo, la funcién ¢(e) va a alcanzar su
minimo con ¢ = 0. En este casp
g 7
PO | = 1w+ edu) loo= 0, (10-14)
es decir, 8/ () = 0. Asi pues, el control éptimo sera aquel con el
que la variacién de la funcional se vuelve cero.

La condicién 6J(u)=0 se utiliza en el calculo variacional
para obtener la llamada ecuacidn diferencial de Euler entre cuyo
conjunto de soluciones se halla después el control «(f) que mini-
miza la funcional (10-4).

b) Dificultades relacionadas con la resolucién
del problema variacional

Al buscar el mando 6ptimo: por métodos variacionales nos en-
frentamos con una serie de dificultades algunas de las cuales tie-
nen caracter de principio:

1} los métodos variacionales sdio dan la posibilidad de hallar
los maximos y minimos relativos de la funcional J(u) mientras
gue nos interesa encontrar el maximo o minimo absolutos;

2) para muchos problemas técnicos las ecuaciones de Euler no
tesultan lineales lo que frecueritemente imposibilita obtener la so-
lucién del problema variacional en forma explicita;

3) por lo comiin, los valorés de las sefiales de control llevan
impuestas limitaciones que hacen imposible ia btisqueda del con-
trol optimo por los métodos variacionales,
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Por cuanto esta altima circunstancia tuvo una importancia de-
cisiva para el desarrollo de nuevas ideas en Ia rama del control
optimo, nos detendremos en ella mas detalladamente.

Las limitaciones que se imponen habitualmente a las sefales
de mando son del tipo

Jug(F) IS My, {10-15)

lo que significa 1a necesidad de limitar la magnitud de las sefiales
suministradas a los érganos de mando. Asi, estan limitados la
tensién méxima suministrada al inducido de un motor eléctrico, el
angulo de rotacién miximo del timén de un avidn, la temperatura
maxima en la cimara de combustién de un motor a reaccién, etc.
Por cierto, el logro de procesos 6ptimos requiere por lo general
que se mantengan las sefiales de mando en sus valores extremos,
lo que corresponde al transcurso méas rapido y efectivo de los pro-
cesos en el objeto controlade. El caricter del cambio de control

A ' aQ
M p—— e
/ ; / ok
o T
_M _______ ———

Fig. 10-1. Aspecto caracteristico de la sefial de mando éptima

u(t) tipico para estos casos con proceso 6piimo se muestra en la
figura 10-1.

Sin embargo, los valores limites del comfrol u(f) se encuen-
trar en los limites del dominio de controles admisibles U y, por
ende, no son puntos interiores de este dominio para los cuales sola-
mente son ftiles los métodos variacionales. Verdad que es posible
librarse de las limitaciones del tipo (10-15) introduciendo nuevas
variables v; relacionadas con las variables u; mediante la correla-
cion wu; == M; sen v;. Con esto, a los valores |u;]= M; van a co-
rresponder v; = =m/2 que son puntos interiores del dominio de
nuevos controles admisibles. No obstante, este cambio de variables
conduce, por lo comiin, a considerables complicaciones de las ecua-
ciones obtenidas.

Las dificultades existentes en el camino de la resolucién del
problema de optimizacién del controi provocaron un intenso estu-
dio del problema de los procesos Sptimos por diversos cientificos
en la URSS y los EE. UU. Los mateméaticos soviéticos L. S. Pon-
triagin y sus discipulos V. G. Boltianski, R. V. Gamkrelidze y
E. F. Mischenko crearcn la teoria del control 6ptimo que se basa
en el principio del mdximo lormuiado por L. S. Poniriagin. Este
principio permitié asentar la teoria delil control 6ptimo sobre un
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riguroso fundamento mateméatico y abrié amplias posibilidades
para su apligacién practica en la rama de los sistemas de control
automatico. Sin embargo, en el presente libro no disponemos de la
posibilidad de profundizar la teoria general del control automéatico
basada en el principio de! maximo y en este sentido rogamos refié-
ranse a la literatura al efecto.

Otro modo de tratar el cdlculo de los procesos éptimos fue de-
sarrollado por el matemaético norteamericano R. Bellman y recibié
la denominacién de programacion dindmica. El métado de progra-
macién dindmica pone en manos del ingeniero un procedimiento
de calculo eficaz para resolver el problema de la optimizacién del
control y estd bien adaptado para el empleo de las calcuiadoras
numéricas. Examinemos mas detalladamente esie método.

10-2. METODO DE PROGRAMACION DINAMICA

a) Forma discreta (discontinua) del problema variacional

Las dificultades examinadas de resolver el problema variacio-
nal se superan utilizando métodos de cilculo eficaces uno de los
cuales es el método de programacién dindmica. Este brinda la
posibilidad de hallar el control éptimo en los problemas de pasos
miltiples. No obstante, puede utilizarse también para resolver los
probiemas variacionales si éstos se presentan en forma discreta.

Recurriendo al teorema 10-1, enunciemos el problema variacio-
nal de la forma siguiente: hallar para el objeto descrito por la
ecuacion diferencial (10-1) el control «{¢) del dominio de contro-
les admisibles U que minimiza la funcional

Hw= Qlx (), u(vydn, (10-16)

donde
Qx, 1)=Q, (x, &) + AH (x, w). (10-17)

Obtendremos la forma discreta de notacién de este problema:si
realizamos la eleccién del cortrol #(¢) solamente en los momentos
discretos { = k6, k=0, 1, ..., n— 1, donde & = T/n. Con esto,
en lugar de la funcién x(f) y u(f) vamos a examinar las secuen-
cias

Xe==X(0) linrs,  Ue=10(t) | wrs-

Substituyendo la derivada' # = dx/df en la ecuacién (10-1) por
la relacién de los incrementos (¥nyy — x1)/6 en lugar de la ecua-
cién diferencial (10-1) obtenemos la ecuacién de diferencias finitas

p— |
Fral —Fr

R = g (). (10-18)
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De ordinario, esta ecuacién se escribe en forma mas cémoda re-
solviéndola con respecto a xp4: ‘

Xep =X+ g(xs, up)s; k=0, 1,..., n—1, x==¢c. (10-19)
En este caso la integral (10-16} se sustituye por la suma

=1

Inw)= X Qs us)3, (10-20)
donde por u se entiende la secuencia de ecuaciones empleadas
U=l ey By (10-21)

Ahora el problema consiste en elegir los controles ug, u, ...
«v., Up—y que garantizan el valor minimo de la suma (10-21).

En muchos problemas de control resulta conveniente considerar
& = L. Es parficularmente cémodo hacerlo en los casos en que el
proceso se divide en forma natural eh pasos separados y, con esto,
en los limites de cada pasc el control «(#) se mantiene invariable.
Con esto llegamos al proceso de control de pasos miltiples estu-
diado en el capitulo 6 en el que x, y # significan el estado del
objeto y el control utilizado al comienzo de cada paso. Designando
en este caso

Xn+ g (xn, wa) =T (v, 1), (10-22)
escribiremos la ecuacién (10-19) en la forma
Xppy=T(xp, )y k=0,1,..., 0—1; xHm=e¢, (10-23)

que coincide con la expresién (6-52) la cual define la transiorma-
cioén del estado del objeto durante un paso en el proceso de control
de pasos miltiples. La suma (10-20) con & = 1 toma la forma de

n=I

T () =k§uQ(xk, 4s), (10-24)

que coincide con la expresion (6-54) para el criterio de calidad en
el proceso de control de pasos miltiples.

En lo adelante vamos a estudiar el método de programacidn
dindmica con arreglo a las relaciones (10-23) y (10-24), o sea,
conforme al proceso de control de pasos multiples. No obstante,
la relacién que hemos determinado entre las formulaciones mate-
maticas del problema variacional de forma discreta y el proceso de
control de pasos milfiples, permite asimismo extender los resulta-
dos recibidos a la resolucién de los problemas variacionales.

b) Relaciones recurrentes del método de programacién
dinamica
La optimizacién del control de un proceso de n-ésimo paso

consiste en hailar la secuencia de controles ug, #1,"..., 4n—y, con
la cual el criterio de calidad Jn(#) toma el valor minimo. Este
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valot minimo de dicho criterio de calidad de control del proceso
de n-ésimo paso dependera solamente del estado inicial xo y puede
designérsele como [, (xp). Por definicién tenemaos:

fn(xo)=muinrgin <o min[Q (xo, o) +Q (xy, ) + ...
S = cor F QFamy, ). (10-25)

Notemos que el primer sumando de esta expresion, Q (xo, to),
depende solamente del control u#, mientras que los demas suman-
dos dependen tanto de uy como de los controles en otros pasos.
Asi pues, Qlx;, u() depende de u;, pero depende asimismo de o
ya (fu& X1 = T(xg, o). La situacién de los sumandos restantes es
analoga. Por eso, la expresién (10-25) puede escribirse en la forma

fr (%0) = min {Q (xg, #;) + min ... min X =

X QU8 @)+ oo A+ QUtgmr, =)} (10-26)
Notemos més adelante que la expresién
min ... min[Q (v, &)+ ... -+ Q(x,—y, t5,—1)] (10-27)
Hl u

n=1t
constituye el valor minimo del criterio de calidad de control
(n — 1) del proceso de paso que tiene el estado inicial x. De
acuerdo con la definicién (10-25) podemos designar esta magnitud
por fa—1(x(}. De este modo, obtenemos

fa (o) = min{Q (xo, to) + famy ()] (10-28)
ty

Estos razonamientos pueden repetirse si se examina el proceso
de paso {(n— 1) que comienza por el estado inicial ¥,. El valor
minimo del criterio de calidad de control para este caso es

[fam1 {x) = n}jn [Qx, ) + fa—a(x)] (10-29)

Al continuar estos razonamientos obtenemos una expresion ané-
loga para el proceso de paso n — | que comienza por el estado x;

Fr—i (o) = min [Q (x;, w0) + [am i) (r4)]. (10-30)
L §

La ecuacién (10-30), que frecuentemente se denomina ecuacién
de Bellman, constituye una relacidn recurrente que permite deter-
minar consecutivamente el control éptimo en cada paso del proceso
controlado. )

La propia idea de optimizar el control por separado en cada
paso, si es dificil optimizar de una vez todo el proceso entero, no
es original y se utiliza ampliamente en la practica. No obstante,
con frecuencia no se tiene en cuenta que la optimizacion de cada
paso no significa atn la optimizacién de todo el proceso. Asi pues,
el sacrificar una figura en una partida de ajedrez nunca es venta-
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joso desde el punto de vista de una jugada aislada, pero puede
serlo considerando toda la partida. El gasto de recursos para la
amortizacion no puede ser beneficioso desde el punto de vista de !a
coyuntura en un momento determinado, pero es beneficioso exami-
nando el frabajo de la empresa duranie un periodo prolongado.

La peculiaridad del método de programacién dindmica consiste
en que reune la sencillez de resolucion del problema de optimizar
el control en un paso separado con la previsién de que toma en
cuenta las consecuencias mas lejanas de este paso.

En el método de programacion dinamica ia eleccion del con-
irol en un paso separado se realiza no desde el punto de vista de
los intereses del paso dado que se manifiestan en la minimizacidn
de ias pérdidas en dicho paso, es decir, la magnitud Q (x;, &), sino
desde el punto de vista de los intereses de todo el proceso que se
traducen a la minimizacién de las pérdidas sumarias Q(x;, )4
4 fra—+n{x1) en todos los pasos siguientes. De aqui se deriva ia
_propiedad fundamental del proceso dptimo consistenie en que sean
cuales sean el estado y el control iniciales, los controles siguientes
deben ser Optimos respecto al estado que es consecuencia de la
utilizacion del primer control.

De la propiedad fundamental del control éptimo se desprende
que la optimizacién del mismo para una etapa arbitraria de un
proceso de pasos muiltiples consiste solamente en la eleccidon de
tos controles siguientes. Por esto suele ser mas cémodo tomar en
consideracion no aquellos pasos que ya se han dado sino los que
quedan por dar para llevar el proceso a su estado final. Desde este

unto de vista es conveniente escribir la ecuacién (10-30) en otra
orma.

En la expresién (10-30) la magnitud n — { significa el nimero
de pasos hasta el final del proceso. Designemos esta magnilud
por & Entonces, vamos a designar las magnitudes x = x,— v
Uy = U,y sencillamente por x y «. Estas van a significar el estado
del objeto y el control utilizado £ pasos antes del final del proceso.
Designemos por x’ el estado siguiente, es decir, al cual el objeto
pasa del estado x al emplear e! contro! u. Esto va a ser x,_¢.1 en
las designaciones anteriores. Con esio la ecuacién (10-23) se escri-
bira en la forma

=Ty, u), — (10-31)
y la relacion recurrente (10-30) tomaré la forma:
fe(x)= mﬁﬂ [Q(x, #) + fr—y (x7)]- (10-32)

c) Aspectos de cdlculo de la programacion dindmica

La programacién dinidmica es el mélodo numérico de resolu-
cion del problema de optimizacién del control y por eso va acom-
pafiada de célculos bastante complejos. Pero nosotros no vameos
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a dar demasiada importancia a esta peculiaridad suponiendo que
los computos necesarios se realizan con calculadoras electronicas,

La determinacién del control 6ptimo en el k-ésimo paso arbi-
trario, contado a partir del momento final del proceso, se encuentra
funddndose en las relaciones (10-31) y (10-32), las que para mas
comodidad conviene escribir en forma un tanto diferente al efec-
tuar los calculos numéricos. Designemos por Fy(x, #) la magnitud
del criterio de calidad de control de un proceso de k-ésimo paso
con el control éptimo en los fitimos 2 — 1 pasos y el control arbi-
trario en el paso inicial. Entonces, la relacién (10-32) puede escri-
birse en la forma

Fe(x, 0y =Q (%, u) = fr—y (x'); (10-33)
fie (x) = min F, (x, u), (10-34)

donde x’ se determina por (10-31).

Las variables ¥ y u pueden tomar conjuntos finitos de valores
o cambiar continuamente en algunas gamas., En el dltimo caso
efectuaremos la discretizacién de estas variables separando de
ellas los conjuntos finitos de valores en lo posible equidistantes.
Luego, en ambos casos las variables x y « pueden considerarse
como elementos de los conjuntos finitos X = {x®, ..., xm™} y
U= {ud ..., u}. Es cémodo calcular por anticipado el valor de
Q(x, u) y presentarlo en forma de tabla con el producto directo de
los conjuntos X X U. Esta tabla debera conservarse en la memoria
de la calculadora electronica,

Los calculos por las férmulas (10-33) y (10-34) se realizan
llenando la tabla 10-1. En las dos primeras columnas de la tabla
estdn enumeradas diversas combinaciones de xe X y u = U. Las
demids columnas se llenan calculando las magnitudes ‘correspon-
dientes. En las altimas columnas de la tabla, para cada x = X se

Tabfa 10-1
Tabla de cdiculo por el méfodo de programacién dindmica

x “ xfeaT (x, u) Qlx, o
x1) ui) T (x), 4y Qx, uin)
un’ T (x), atn) Q(x', aln)
%42 u'h T (£, utv)y Q(x®, ain)
uln’ T (£, atn) Qx®, ut)
x19) A Gy G
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Continuacién de la tabla (0-1

x fp—yp %7 Fp (%, u) fg 120 u*
x1) foey [T (2™, uin)] Fp (x0), uin) .
.. B Fr(x() uy
Fee [T (2, wif)) Fr (<, 4(n)
x» fe—y [T (xfD, a )] Fe (x®, ) 4
P e s Fr(x®) u,
famr [T (23, wlf)] Fi (x'®), uln)
x(® = " 4

escribe el valor minimo de Fi(x, ), es decir, se determinan f; (x)
y el control éptimo u*.

Es necesario realizar calculos similares para cada paso del
proceso de pasos maltiples. En este case hay que tomar en consi-
deracién que para determinar f,(x) hace falta disponer previa-
mente de la tabla para fi,—,(x) ya que con su auxilio se hallan los
valores de f,_;(x") al llenar la tabla 10-1. Por tanto, los valores de
fr—1(x) deben calcularse antes que !os valores de f,(x). De aqui se
desprende que es preciso comenzar a calcular las funciones f,(x)
desde el (ltimo paso del proceso de pasos midltiples. Notande que
fo(x) = 0, como etapa inicial del calculo debe tomarse & = 1, para
la cual

Filx, ) =Q{x,); [ (x)=minQ(x, ). (10-35)

" En lo sucesivo el calculo se realiza del modo habitual para
=238 ..4n )

Después de efectuar los cafculos y componer las tablas para
fa(x) y u* con k=1, ..., n, puede comenzarse la biisqueda del
control éptimo para todo el proceso con las condiciones iniciales
dadas x,. Por la tabla para f,(x) se haila 4 correspondiente a
la xo dada y se calcula x; = T (xo. up). Mas adelante, por la tabla
para fn.— (x) se halla ] correspondiente a la %, hallada y se cal-
cula x,=T(x,, u}), etc. Como resultado obtenemos el control dp-
timo u"f:(u;, Uy vess o )

En caso de que u# sea la magnitud continua, Fp(x), u) serd
funcién continua de «. Pero la tabla 10-1 da Gnicamente los valo-
res discretos de Fy(x(9, utM), j==1, ..., r de esta funcidén. Con esto
puede obtenerse el valor minimo de Fp(x(, u) en los valores inter-
medios de u. En este caso deben determinarse las magnitudes u*
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y [n(x®) utilizando las férmulas de interpolacion. También es ne-
cesario emplear las formulas de inlerpotacién para determinar el
control optimo «, en los .casos en que los valores de x, ==

= T(Xx—1, up—1) van a encontrarse entre los valores de x que for-
man parte de la tabla 10-1.

Ejemplo (0-1, Problema de la toma de altura. Un avién vuela con velocis
dad de vo a una altura de k. Es nccesario cambiar su velocidad hasta v, y su
altura hasta f; de modo que el gasto de combustible para este cambio sea
minimo, L

Vamos a representar el proceso de cambio de v y /1 en el plano (v,4), Rea-
licemos la discretizacion de las variables dividiendo cada gama de cambio ¢n
cuatro iptervalos. Entonces, los estados discretos del objeto controlado van a
representarse como nudos de la reticula re-
presentada en la figura 10-2. Consideremos
que en cada nude de la reticula sélo pueden
emplearse dos controles:

1y = 0, solamente el cambio de la velo-
cidad v;

uy = |, sclamente el cambio de la aliu-
ra h.

De esle modo, el conjunlo de controles
admisibles sera el conjunto U = {0, 1}.

En la figura 10-2 estd representada una
de las trayectorias posibles correspondiente
al control u = (01011001}, Para estimar
esta lrayectoria hay que conocer el gasto de
combustible en cada paso. Esto serd preci-
samente la [uncidén de objelivo Q(x,u).Pre-
sentaremos los valores de Q(x,4) en forma
de nifimercs convencionales con los cuales en
la figura 10-2 estd marcada cada una de las
fransiciones posibles., Para la trayectoria re-
presentada en la figura 10-2 el gasto sumario de combustible que representa los
valores del criterio de eficacia de control es igual a: 44447454+ 7+8+
49+ 8 =52

Para represcentar el proceso estudiade como de pasos madltiples, introduzca-
mos el método conveniente parg describir los estados del objeto controlado.
Secfialemos los valores discretos » con los nimeros del 0 al 4 comenzando por
el valor final. Obremos del mismo mado respecto a k. Enfonces, x;; va a sig-
nificar ¢l estado para v =1{ y i = { a partir del cual quedan por dar { 4} pa-
sos hasta el final del proceso,

by

o

Fig. 10-2. Trayecioria en el
problema de la loma de altura

Tabla 10-2
Célculo de] contro! éptimo en el dltimo paso
x u zt Qux,w) | flo u*
Xin 0 Koo 9 9 0
i . =
ko 0 —_— — 8 1
1 Xao 8
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Designemos por Xx el conjunto de esiados con los que el proceso termina
durante % pasos. Formardn parte de este conjunto todas aquellas x;; para las
cuales { < | = k Considerando que £ =40, 1, 2, ..., oblendremos

Xo = [xo0}; K= {x10 xorhs Xo= %20, X1y, ¥ool, ele.
Ahora puede iniciarse la resolucidn del problema. Para £ =1 tenemos:
Xy={xp, xn)i Filgu)=Q(xu) [i(x) 5*‘:‘“ Fy(x, u).

Ulillcemos cstas relaciones para componer la tabla 10-2 de estructura simi-
lar a la tabla 10-1.

Tabla 10-3

Célcuto del control éptimo en el peniltimo pase

= u X! Qix, u} i (=) Filx, u) fy (x) w*
0 9 9 8

X35 L : 18 0
[ —_— o - -
0 9 8 17

11 . 16 1
| X1 7 9 16
0 - —_ ;i -

Xo3 14 1
1 Yot 6 8 14

Tabla 10-4
Cdlculo del control éptimo a tres pasos hasia el final

x u * Qix u Fi {x4) Pylx, u) fitx) u*
0 X 6 18 24

Xao 2t 24 Q
1 . s - s
0 8 16 24

T e 24 0
| Xy 8 18 26
0 9 14 23

1 e 22 1
1 X1 6 16 22
0 —_ st = =y

Xoa 17 1
1 Xog 3 14 17
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Con & = 2, tenemas:
Ko == {xan, xy1, Xnah:
Fy(x, 0)=Q (x u) + J; (x'), [, (x) =min F;(, u).
u

Utilicemos estas correlaciones para componer la tabla 10-3. Los calculos

andlogos se realizan para £ = 3, 4 .,

En el ejemplo examinado los dalos contenidos en las tablas 10-2—]0-4
pueden representarse directamente en el plano (v, k), sefialando los valores de
[x(x) en jorma del nimero en el nudo correspondiente de la reticula, y de u*
con una flecha dirigida al nudo siguiente como se muesira en la figura 10-3.
Después que se han determinado todos los valores de fa(x) y u* para todos los
nudos de la reticula, hallamos la trayectoria optima moviéndonos desde el
nudo inicial en la direccién de las [lechas.
El control 6ptimo sera us = (11000110)
al cual corresponde J, (us) = 37,

El ejemplo examinado ilustra per-
fectamente las ventajas del método
de programacién dinamica. Dicho
método, en primera, elimina el pro-
blema del minimo absoluto y rela-
tivo, ya que por el mismo proceso de
,calculos esta claro que siempre se
“halla el minimo absoluto. En segun-
.da, las limitaciones del tipo |u;|<S

=< M; que son un serio obstaculo

Fig. 10-3. Trayectoria éptima en  para el empleo de los métodos varia-

el problema de la toma de al-  cionales sdlo facilitan el proceso de

tura calculo por el método de programa-

cion dinamica ya que reducen el do-

minio de controles admisibles U. Por Gitimo, el método de progra-

macién dinamica simplifica incomparablemente la basqueda de la

solucidn dplima con respecto al método de simple seleccién de
variantes. Esto puede ilustrarse mediante un cdlculo elemental.

Si en cada paso pueden haber r controles diferentes, en caso de
seleccion directa cada uno de ellos debe examinarse en combina-
cién con todos los controles posibles en todos los pasos restantes,
lo que en el proceso del n-ésimo paso proporciona r* variantes,
Incluso para un problema muy sencillo de pasos multiples con
r= 10 y n = 10 se obtiene un niéimero enorme 10'® de variantes.

En el método de programacion dinamica, al elegir el control en
algin paso para el estado x, no se examinan todas las continuacio-
nes posibles sino solamente aquellas que corresponden a las conti-
nuaciones 6ptimas del estado x' = T (x, u). Esto permite excluir
del examen una enorme cantidad de variantes que no son de inte-
rés. De este modo, si en cada paso pueden haber m estados y para
cada estado, r controles, el niimero total de variantes que se re-
quiere examinar serd rmn o r’n si consideramos que r = m, es
decir, que existe un control que convierte cada estado en cualquier
otro nuevo. Con r=10 y n =10 se obtienen en total 10° va-
riantes.
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No obstante, pese a sus grandes ventajas, el método de progra-
macién dinamica tiene sus inconvenientes. Estos consisien en que
para hallar el conirol éptimo con cierto estado inicial del objeto
es necesario ir desde ei final hasta el principio del proceso, deter-
minando en cada paso los controles éptimos para todos los estados
posibies del objeto en este paso. Y hasta el iltimo momento per-
manece desconocido cudl sera el control dptimo para el estado ini-
cial dado. Con esto, en delinitiva resulta que la mayor parte de la
labor de céalculo se realizé initiimenle ya que los resultados de la
determinacion del control éptimo no se utilizan para los estados
que no se encuentran en la trayectoria dptima. En este sentido
tiene ventajas el principio de maximo mencionado anteriormenie
que I(ljace posible construir una trayectoria éptima tomada por se-
parado.

d) Control del estado final

Como se indicé en el capitulo 6 en algunos problemas no in-
teresa el caracter del movimiento del objeio durante el proceso de
control y sélo importa el estado x, al que pasa el objeto cuando
termina este proceso. En este caso servira de criterio de calidad
de control el valor de la funcién de objetivo al final del] proceso de
control, o sea, la magnitud

= q (x,). (10-36)

Designemos como antes por x y u el estado del objeto y el
mando empleado por & pasos antes del final del proceso, y por
x" = T (x, u) el estado siguiente, es decir, el estado en £ — 1 pasos
antes del final del proceso. El estado x, y, vale decir, la funcién
de objetivo g(xn) se determinan tanto por el valor inicial de x
como por todos fos controles ulieriores.

Para obtener la relacidén recurrente que determina el control
aptimo, designemos por Fr(x, u) el valor de la funcién de objetivo
g{x,) en k pasos hasta el final de! proceso con el estado inicial ¥,
el control arbitrario z en el paso inicial y el control éptimo en los
k —1 pasos restantes, y por fi(x) el valor g(x,) con el control
éptimo en todos los %2 pasos hasta el final del proceso, de suerte
que

fr(x)=min F; (x, 1). (10-37)
u

El valor Fy(x, #) puede obtenerse gracias a las consideraciones
siguientes. Bajo la accién del control arbitrario u el objeto contro-
lado en el paso inicial se pasa del estado x al estado ¥'=T(x, ).
Para obtener g(xn)= Fx(x, ) es necesario emplear en los k£ — |
pasos restantes el control 6ptimo lo que da g(x,)= fra(x )=
=fn-1 [T (x, «)]. Este sera el valor de Fj(x, u). De este modo,

Fi(x, uy=fp—y IT (x, w)]. (10-38)
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Sustituyendo los valores Fi(x, u) en (10-37), obtenemos
Fs (x) =min fiey [T (v, ). (10-39

La férmula (10-39) es completamente analoga por su estruc-
tura a la férmula (10-32). Aplicindole el método de célculos ya
descrito y tomando en consideracién que

fo(x) =g (x), . {10-40)

puede hallarse el control éptimo para cualquier estado inicial del
proceso de pasos miltiples.

e) Relacién recurrente para los procesos de Markov

Examinemos el método de programacién dinamica para oplimi-
zar los procesos estocdsticos en caso de que dicho proceso sea una
cadena de Markov controlada.

Como se mostré en el § 5-6 la cadena de Markov puede ser
presentada en forma de mairiz de probabilidades de las transicio-
nes P = | py; | de orden L X L. Para que la cadena de Markov
sea controlada debe exislir la posibilidad de cambiar las probabi-
lidades de las transiciones p;; mediante ingerencia del exterior.
Supongamos que hay la posibilidad de ilevar a cabo e! proceso de
Markov por N métodos diferentes, con esto, al método % corres-
ponde la matriz de probabilidades de las transiciones Pk=“p‘i§‘|.
k==1,..., N. Llamaremos estrategia a cada método de realizacién
del proceso de Méarkov.

En lo sucesivo vamos a considerar que tenemos la posibilidad
de estimar cada método de realizacién del proceso, presentando
la matriz de pérdidas o, lo guie es mas cémodo en el caso dado, la
matriz de ganancias R, =|r{?|. Las magnitudes ri®, i, j =1, ...
«.n Ly B=1, ..., N expresan la ganancia en un paso al pasar
el proceso del estado i al estado j en caso de utilizar la estrate-
gia &

Ejemplo 10-2, La fibrica de televisores del ejemplo 5-9, hallindose en el
estado |, puede aumentar la demanda organizando su propaganda lo que, no
obstante, exige gastos adicionales y disminuye los ingresos. Si la fabrica se
encuenira en cl estado 2, ella puede acelerar la transicién al estado 1 aumen-
tando los gastos de investigacién. Entonces, ta estralegia [ consiste en no su-
frir gastos de propaganda e invesligacidn y la estrategia 2, en efectuar dichos
gastos. Las matrices de probabilidades de ‘transiciones y de ingresos para es-
tas estrategias pucden ser las siguientes:

05 0,5] 9 3
04 06]° Ri=|3 7|

__“{}.8 0,2”_ _H4 4
Py= 0,7 03|’ Ra=|, —19|"

-
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Planteemos el problema de hallar el método de seleccién de la
estrategia que garantice la obtencién del ingreso maximo en n
pasos del proceso de Markov controlado.

Designemos por f:(n) la magnitud maxima del ingreso en n
pasos que comienzan For el estado i. Supongamos que del estado ¢
se ha dado un paso al estado j con el ingreso riy y las restantes
n — 1 transiciones se han efectuado de manera dptima. Con esto el
ingreso completo en n pasos serd ri + f,(n —1).

No obstante, en realidad la primera transicién de! tipo (i, j) se
realiza con una probabilidad p. Por cuanto la primera transicién
es aleatoria, hay que tener en cuenta la posibilidad de pasar a to-
dos los estados posibles je {1, ..., N}. Por eso el ingreso espe-
rado sera igual a:

N N
Fyln b= Zp[r) + 1, = D)= + 3 pi9f, (a = 1), (10-41)
donde la magnitud e

e Zpiiey t10a2)

brinda el ingreso en un paso desde el estado i con la estrategia k.

Forma parte de la expresién (10-41) la esirategia k£ empleada
en el paso inicial y con la eleccién correspondiente de la cual
podemos garantizar el ingreso maximo esperado f:(n) lo que nos
conduce a elegir la relacion recurrente para elegir la estrategia &
en el primer paso del proceso de n pasos:

frim)==max[q# + ;:.Z. P n—1)]. (10-43)

Es cémodo efectuar el célculo aplicando la férmula (10-43) por
el método tabular anéloga al examinado en los parrafos anteriores.
Mostremos las tablas correspondientes (tablas 10-5 y 10-6) para
el problema de! ejemplo 10-2 paran =1y n =2,

Tabla 10-5
n=1
(k) (%)
Py r
i i i i q:.k] fy (1 ke
=1 j=g f=1 jma2

i 1 0,5 0,5 9 3 6 6 l

2 0,8 0 4 9 4
2 1 0,4 0,6 3 -7 -3 —3 1

2 0,7 0,3 1 - 19 —5
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Tabla 10-6

n==2
) piR} PRy
i & o L Ly R Lo ke
=t | gt )=t | e

l I 6 | o5]| 05 3 —15 75 82 | 2
2 4 0.8 0,2 48 —.6 82

2 | -3 0,4 0,6 24 -18 —24 -7 2
2 ] 0,7 0,3 4,2 -0,9 -=1,7

Las tablas para n> 2 se compitan segin el lipo de la tabla para n=2,

PROBLEMAS PARA EL CAPITULO 10

10.1. Continiie la resolucion del ejemplo 10-1 y calcule toda la trayectoria
dptima,

10.2. Considerando la reticula de la figura 10-3 como grafo, halle la irayec-
toria dptima aplicando los métodos de blsqueda del camino minimo en el grafo
del § 2-2, Compare esta solutién con la solucién por el método de programacién
dindmica.

10.3. Halle el control dptimo {)ar:l el siguiente proceso de control de tres
pasos de la maghnitud escalar x. Al comienzo del proceso, x puede ser cualquier
niomero entero de —I10 a +410. En los diferentes pasos se realizan transforma-
ciones del tipo ¥ == T(x,u4) = x4+ &, con que los valores admisibles de u se
determinan por les conjuntos:

{—I1,0,-1} en e} primer pasi:;
{—4,0, 44} en el segundo paso;
{—=9,0, -9} en el lercer paso.

El objetive del proceso es llevar en tres Easos la magnitud x hasta el
valor deseando que sc ha tomado igual a cero. Las pérdidas se estiman por el
cpadrado de la desviacién de x respecto a O al final del proceso, es decir, por
la magnitud ¢g{x} = (x —0)2 = x2,
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